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اهداف و سرفصل درس
.باشدمیهاآبخوانکیفیوکمیمدلسازینحوهباآشناییدرساینهدف

:درسسرفصل

تحتوآزادآبخوانهایدرجریانمعادلهآن،تعمیمودارسیقانون)آنتحلیلیحلوزیرزمینیآبجریانمعادله1.

اعدادبهاشارهترکیبی،جریانهایوپتانسیلتئوریشعاعی،جریانسهبعدی،ودوبعدیبعدی،یکجریانفشار،

(ماندگاربعدیدوجریانحلدرهمدیسنگاشتومختلط

لحزیرزمینی،آبجزئیدیفرانسیلمعادلهحلعددیروشهایانواع)زیرزمینیآبجریانمعادلهعددیحلبهاشاره2.

درغیرماندگارجریانعددیحلمحدود،تفاضلروشبهآزادوفشارتحتآبخوانهایدرماندگارجریانعددی

وماندگارجریانمعادلاتحلدرآنکاربردومحدوداجزایروشمحدود،تفاضلروشبهآزادوفشارتحتآبخوانهای

(سیستممرزیشرایطواولیهشرایطتعیینزمانی،منقطعسازیومکانیمنقطعسازیشیوهماندگار،غیر

جملهاز)زیرزمینیآبجریانشدهشناختهنرمافزارهایباآشنایی)زیرزمینیآبجریانکامپیوتریمدلسازی3.

MODFLOW)،آشنایی)معکوسحلومدلکالیبراسیونمدل،ساختآنها،منابعومدلسازینیازمورداطلاعات

آتی،سناریوهایاثراتپیشبینیدرمدلکاربردمدل،صحتسنجی،(MODOPTIMوPESTنرمافزارهایبا

(زیرزمینیآبکیفیمدلسازیدرکمیمدلسازینقشزیرزمینی،آببهرهبرداریبهینهسازیدرمدلکاربرد
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حالتدرجریانمعادلهغیراشباع،ناحیهمحیطاولیهمفاهیم)غیراشباعناحیهدرانتقالوجریانشبیهسازی4.

(متغیراشباعحالتمدلسازیعمومیکدهاینیمهاشباع،جریانتحتمحلولانتقالنیمهاشباع،

یرزمینی،زآبکیفینمونهبرداریآب،کیفیتیمعیارهایطبیعی،زیرزمینیآبکیفیت)زیرزمینیآبکیفیت5.

ربنات،بیکوکربناتآهن،سدیم،منگنز،کلسیم،)اولیهاجزایکینتیک،واکنشوتعادلشیمیایی،واکنشهای

رادیوم،)واکتیورادیمواد،(آلیموادکروم،آرسنیک،فلوراید،فسفات،)ثانویهاجزای،(سیلیکاتنیترات،کلرید،سولفات،

بیولوژیکی،شیمیاییفیزیکی،آنالیزهایزیرزمینی،آبهایسنتعیینومحیطیزیستایزوتوپهای،(رادوناورانیوم،

زیرزمینی،بآدرآنانتقالوتوزیعدما،محلول،گازهایگرافیکی،نمایشهایبیولوژیکی،شیمیایی،فیزیکی،اجزایو

(شورزیرزمینیآبهایوشوریمنابع

تفادههایاسبامرتبطآلودگیهای(کشاورزیصنعت،شرب،)آبکیفیاستانداردهایومعیارها)زیرزمینیآبآلودگی6.

وآلودگیترقیقها،DNAPLوهاLNAPLزیرزمینی،آبآلایندهعواملسایر،(کشاورزیوصنعتشرب،)آب

(مرتبطمکانیسمهای

پخشیانتقال،(Advective)انتشاریانتقالودارسیقانون)زمینیزیرآبدرآلایندههاانتشاروانتقالمعادله7.

(Dispersive)تحلیلیراهحلهایوریاضیمدلهایشیمیایی،واکنشهایباانتقالجرم،انتقالو)
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(انتقالشبیهسازی)انتشاروانتقالمعادلهعددیحلبهاشاره8. Advectiveذراتردیابیروش(Particle

Tracking)،گیرشناحیهتبیین((Capture Zone)،انتقالشبیهسازیAdvective-Dispersive(روشهای

منقطعسازیشیوه،(Reactive)واکنشیانتقالوغیرتعادلیفرآیندهایشبیهسازی،(ترکیبیولاگرانژیاویلری،

(مرزیشرایطواولیهشرایطتعیینزمانی،سازیمنقطعومکانی

واطلاعاتجمعآوریاهداف،تعریفکامپیوتری،وعددیمدسازی)آلایندهانتشاروانتقالکامپیوتریمدلسازی9.

Sinks)خروجیهاوورودیهامفهومیمدلتوسعه and Sources)،انتقال،پارامترهایجریان،پارامترهای

افزارنرمباکارومعرفیقطعیت،عدمتحلیلحساسیت،تحلیلومدلکالیبراسیونشیمیایی،پارامترهای

MT3DMS)

راحلممحلول،انتقالمعادلهمتغیر،چگالیشرایطدرجریانمعادله)وابستهچگالیانتقالوجریانشبیهسازی10.

(SEAWATافزارنرمباکارومعرفیدریا،آبنفوذمدلسازیمتغیر،چگالیعمومیکدهایمدل،حلعمومی
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:نحوه ارزيابي
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Groundwater Modeling



سازندهایواشباعخاک هایدرآبزيرسطحدرکهزيرسطحیآببهواقعدرزيرزمینیآبواژه

حی،زيرسطسطحی،آبشناختزيرزمینی،آبمطالعاتدر.می شوداطلاقدارد،قرارزمین شناسی

.می باشدبرخورداربالايیاهمیتازآن هابینارتباطاتوغیراشباعمحیطدرخاکرطوبت

راوژیهیدرولچرخهازبخشیوبودهمحیط زيستازمهمیسیمایزيرزمینیآباينکهبهتوجهبا

ياوزآبريحوضهآبمنابعمديريتجهتيکپارچهتحلیل هایکهصورتیدرلذامی دهد،تشکیل

تاهمیازهیدرولوژیچرخهدرزيرزمینیآب هاینقشدرکباشد،مدنظرآلودگیمنطقه ایارزيابی

.استبرخورداربالايی



شرايطتحتآبخوانمطالعهلذانمی باشد،ديدقابلمستقیمطوربهدرکهاستمنبعیزيرزمینیآب

رخوردوضروریامریمی گیرد،قراراستفادهموردمدلسازیفرآينددرکهمصنوعیوطبیعیمرزی

.می باشدتوجه

پیوتریکامشبیه سازیمدل هایسخت افزاری،ونرم افزایقابلیت هایافزايشباگذشتهسال هایدر

.شدگرفتهبکارآنانتقالنحوهوآبخواندرجريانحرکتتحلیلجهتفراوانی

مدل های.می نمايندايفارازيرزمینیآبمنابعمديريتوتوسعهدرتوجه ايیقابلنقشمدل هااين

شناسايیموردمحاکرياضیروابطبهتوجهبارازيرزمینیآبجريانسیستمطبیعتمی توانندرياضی

.دهندقرار



اري بهره بردافزايش بي رويه جمعيت در سال هاي اخير، محدوديت منابع آب هاي سطحي و 

بذه باعث به بار آمدن خسارات جبران ناپذييريبيش از اندازه از سفره هاي آب زيرزميني 

از فاظذت مديريت و بهره برداري و حليا . منابع طبيعي كشور در سال هاي گيشته شده است

.رار گيردآب هاي زيرزميني مي بايست به عنوان يك اصل و پايه در برنامه ريزي هاي كشور ق

يكسريمانجازيرزميني،آبسفرهسيستميكرفتارهايشناختحالتبهترينشكبدون

قفسوكنونيوضعيتبهتوجهباكهمي باشدخاصمنطقههربرايدرازمدتتحقيق هاي

.نيستامكان پييرعملاًپژوهشيبودجه هايمحدود

ايطيشرقبوليقابلدقتبامي توانمدل هاياوشبيه سازيمانندابزاريباميانايندر

.تيافدسترضايت بخشينتايجبهوآوردبوجوداست،موجودطبيعتدرآنچهمشابه



فتدار يك پديده است که هدد  آن واضدح سداختن رپديده حقیقی و يا نمايش مادی مدل به مفهوم نمايش يك 

 های در مبحث آب های زيرزمینی، مددل توسدط محققدین بده صدورت. پديده حقیقی تحت شرايط خاص می باشد

.مختلف تعريف شده است که تمام تعاريف در مفهوم مشابه می باشند

ه همدواره دومنیکو مدل را بیانی از يك واقعیت می داند که سعی دارد مفاهیم و رفتار آن را به گونه ای شرح دهد کد

.داشته باشدپیچیدگی کمتری نسبت به سامانه واقعی 

. يی اسدتيك سامانه واقعی مانند يك آبخوان، متشکل از مجموعه ای از فرآيندها و پديده های فیزيکدی و شدیمیا

.دبیان کمی و کیفی اين پديده ها و شناخت رفتار سامانه از طريق معادلات حاکم و مدل ها صورت می گیر

اطلاعاتی درباره و( به عنوان مثال لايه آبدار)تعريف مدل بايد مبتنی بر وضعیت هندسی دقیق سامانه مورد مطالعه 

.پارامترهای فیزيکی مرزهای ورودی و خروجی های آن سامانه باشد



50و40دهه هایدر.شدآغاز(Theis)تايسمعادلهبا1935سالاززيرزمینیآب هایهیدرولوژیجديددوره

از.نمودندارائهچاه هاجريانمسايلحلزمینهدرراروابطی(Hantush)هانتوشو(Jacob)ژاکوبمیلادی

وفرمول هااکثروگرديدمعمولبسیارزيرزمینیآب هایمسائلحلدرنظریروش هایکهبودزمانهمین

.گرفتقرارتحلیلوتجزيهموردرياضیمعادلاتقالبدرتجربیروش های

متحدهايالاتزمین شناسیسازماندر(Skivitzke)اسکیويتزکیو(Bennett)بنتمیلادی1950دههدر

(USGS)،ومقاومت هاازمجموعه ایکهالکتريکی،شبیه سازیازاستفادهباراآبخوانسامانهيك

مزايایازيکی.نمودندالکتريکیمدلسازیمی کرد،عملمحدودتفاضلروشاساسبروبوداسیلوسکوپ ها

می شودرفتهگنظردرپیوستهصورتبهزمانونگرفتهصورتزمانیتفکیكکهاستآندرمذکورشبیه سازی

.باشدپايدارشرطوبی قیدمدلمی شدموجبمسألهاينکه



کهگرديدباعثمیلادی1970و1960دهه هایدرديجیتالکامپیوترهایوسريعحسابگرماشین هایوجود

.شودمدلزيرزمینیآب هایپیچیدهمسايلازبسیاری

تنفصنعتدرجريانمعادلهبرایراعددیحلروش های،نفتمخازنمهندسینورياضی دانان1950دههدر

هنوزکهبودحالیدراين.پیوستمدل هامجموعهبهنیزروشاينبعدبهزمانآنازودادندقرارآزمايشمورد

بهفازیندچمسائلبراینمی توانستولیمی شد،استفادهمنفردسیاليكجريانحلبرایتشابهیمدل های

طوریبه.کنندطیامروزتاراخودتکاملیسیرعددیمدل هایکهشدموجبنارسايیاين.شوداستفادهآسانی

ايلمسحلدرعددیروش هایوشدگذاشتهکنارتقريباًتشابهیمدل هایازاستفادهبعدبه1970دههازکه

نوشتهفاوتمتافرادتوسطمختلفبرنامه نويسیزبان هایبهزيادیبرنامه هایوشدمتداولبسیارآب شناسی

.شد



زيرزمینیآبسامانه هایبامرتبطپیچیدهمواردحلبرایکهاستمديريتیابزارهایازيکیزيرزمینیآبمدل

ارهایابزديگرواجتماعیاقتصادی،مدل هایباونبودهحوضهمطالعهدرمؤلفهتنهاابزاراين.می رودکاربه

ابزارشود،هگرفتکاربهمناسبشرايطدروباشدشدهتهیهدرستیبهمدلاگر.می باشدارتباطدرمديريتی

وبودهدسترسدربايداعتمادقابلودقیقداده هایمنظوراينبرای.بودخواهدمسألهحلدرقدرتمندیبسیار

.باشندمحلیهیدرولوژیوهیدروژئولوژیدرآگاهوتواناافرادشاملبايدنیزمدلمطالعاتکاریتیم







کمكاضیريوفیزيكقوانینازکهاستهیدروژئولوژيکیسامانهيكشبیه سازیزيرزمینیآبرياضیمدل

Conceptual)مفهومیمدلآناساسیمؤلفهدو.می گیرد Model)رياضیمدلو(Mathematical Model)می باشند.

.می باشدسامانهازشده ایسادهتصويرحقیقتدرمفهومیمدل•

يکیفیزفرآيندهایبهخاص،فرضیاتبهتوجهباکهاسترياضیفرمول هایازمجموعه ایرياضی،مدل•

.می پردازدآبخوانسامانهدروندرفعال

مدلكيرفتارولینمی شود،شاملرازيرزمینیآبسامانهواقعیجزئیاتخودخودیبهمدلکهاستبديهی

تامی دهدرارقاختیاردرراابزاریزيرزمینیآبمدلبنابراين.می باشدآبخوانرفتارنشان دهندهتقريباًمعتبر،

مقبولیحدتامدلیچنین.نمودزيرزمینیآبسامانهبرایعددیويژگی هایبهتبديلراموجودداده هایبتوان

برابردرهسامانواکنشبتواندکهمی دهدکارشناسبهراامکاناينوبودخواهدزيرزمینیآبسامانهنماينده

hydrological)هیدرولوژيکیتنش های stresses)دهدنشانعددیصورتبهراپمپاژياآبیاریمثل.



بتوانهصورتيكدر.مي باشدرياضيروابطيكسريازاستفادهباآبخوانطبيعيشبيه سازي

تغييرباوانمي تبسهولتداد،تطبيقطبيعيشرايطباآنراودادانجامراآبخوانيكشبيه سازي

.پرداختسفرهازبهره بردارياثراتبررسيبهبرداشتزمانومقدارمحل،در

كهستازيرزمينيهايآبواقعيسيستميكازشده ايسادهفرمواقعدرزيرزمينيآبمدليك

با.مي كندارائهسيستميكدرراهيدروديناميكيالعملعكسوعملبينهمبستگيتقريبيبطور

،مختلفمدل هايدركهاستممكندارد،وجودمدلازكهانتظاريوسيستمماهيتبهتوجه

مي تواناساسهمينبروباشدداشتهوجودمتفاوتتفكريونگرشبانگري هاييسادهوفرضيات

يطبيعسيستم هايهمهدربتواندكهنداردوجودزيرزمينيآبدرمدليهيچكهكردادعا

.باشدپاسخگوزيرزمينيآب هاي



ماريآهمبستگيپايهبرمعمولاًوتجربيروش هايازاستفادهباسياهجعبهنوعازمدل هايي

رفصدليلبهمدل هانوعاين.شده اندنهادهبناسيستموروديوخروجيدرمشاهده ايداده هاي

حالتتنگرفنظردرعدمخصوصبهمي گيردآبخوانطبيعيسيستمدروندرآنچهازكردننظر

.مي گيرندقراراستفادهموردزيرزمينيهايآبدربندرتناپايدار



مدل هاعنواين.دانستنزديكترواقعيتبهرامفهوميهايمدلمي توانسياه،جعبهنوعازهايمدلازپس

ازاعمانجرينوعزمين شناسي،شرايطمانندداردوجودزيرزمينيآبآبخوانطبيعتدرآنچهبهتوجهبا

.مي شوندتهيهغيرهومرزيشرايطخروجي،ووروديجريانمؤلفه هاي،متلاطمياوورقه اي

يشايانكمكآبخوانمحيطبرحاكمشرايطازاوليهشناختوآگاهيجهتدرمفهوميمدل هايگرچه

همينبهوكردارائهرقموعددصورتبهآنرانتايجنمي توانآنها،بودنتوصيفيبدليلبهوليمي كنند

دلسازيمفرآينددرهامدلاينتهيهاينكهضمن.نمي گيرندقراراستفادهموردآبخوانمديريتدرجهت

.مي باشندضروريولازمزيرزمينيآبهايرياضي



تهيهچكتركومقياسدرفيزيكيمدليكمفهومي،مدلبهتوجهبامي توانكهاستذكرقابلديگرطرفاز

راهينادركهفراوانيمشكلاتوجودباولي.دادانجامراتحقيق هاييآزمايش ها،يكسريانجامباوكرد

ضمن.تگرفنظردرطبيعيمحيطازشده ايسادهبسيارفرمبهرافيزيكيمدلمي توانفقطدارد،وجود

نهايتاً وبزرگخطاهايگاهيوخطاورودباعثواقعي،محيطبهفيزيكيمدلازحاصلنتايجانتقالاينكه،

دل هايمتهيهجهتزيادهزينهووقتلزوممي تواناينبرعلاوه.مي شودمعقولغيرنتايجبهدستيابي

.دانستهامدلنوعاينتهيهبازدارندهعاملرازيرزمينيآبسفرهفيزيكي



وعلميزمراكاكثرفيزيكي،ومفهوميسياه،جعبهنوعازهاييمدلقابليتعدمعلتبهواساساينبر

استفادهتمسيسنمايشگر(عددي)رياضيمدل هايازآنمديريتوآبخوانبهترشناختجهتدنيا،پژوهشي

.مي كنند

توصيفنوع مدل

(Generic)كلي 
دارد و مي تواند براي تفسير سيستم هاي هيدروژئولوژيكي فرضي بكار مي رود و نياز مبرمي به كاليبراسيون ن

.براي كمك به تنظيم قواعد  شروع مطالعات بيشتر يك محدوده خاص مفيد واقع شود

(Interpretive)تفسيركننده 
برمي به براي تهيه شبكه سيستم مطالعات پويا و يا براي ارگانيزه نمودن داده ها استفاده مي شود، و نياز م

.كاليبراسيون ندارد

.براي پيش بيني آينده به كار مي رود و نياز به كاليبراسيون دارد(Predictive)پيش بيني كننده 

بهدلمکهصورتيدر.شودبررسيوتهيهپيش بينيجهتمدلحتماًنيستلازمکهدريافتمي توانجدولايناساسبر

.نمودنآمجددبررسيبهاقداموشناساييرامفهوميمدلتهيهکاستي هايمي توانباشدشدهتهيهتفسيرکنندهصورت

تانمودصمشخکارفرمابرايمدلخطايارائهبارانتايجتحريف،بدونونمودکليصورتبهمدلسازيبهاقداممي توانحتي

.نمايداطلاعاتجمع آوريروندبهبودبهاقداموشودآگاهآبخوانيامنطقهکاستي هايبابيشترکارفرما



افزايشنيزاتعمليحجموشدهپيشرفته ترپيش بيني كنندهسمتبهكليسمتازمدلسازيسطح

وداردارمدلسازيالگوريتممراحلتماميانجامبهمبرمنيازپيش بيني كنندهمدل.مي يابد

.باشدشدهانجاماحسننحوبهمي بايستيمدلصحت سنجي

(Generic)كلي  (Interpretive)تفسيركننده  (Predictive)پيش بيني كننده 

:نمودارائهزيربندهايقالبدرمي توانرامي شوددنبالآبخوان هامدلسازيازکهکلياهدافبنابراين

هيدروژئولوژيكدانشارتقاي❖

آبخوان هاکيفيوکميرفتارارزيابيجهتآبخوانشبيه سازي❖

لکنترجهتآبخوانازمجازبرداشتميزانمانند)خاصاهدافبهرسيدنبرايکاربرديراه حل هايطراحي❖

(زيرزمينيآبسطحتراز

بهره برداريموجودسياست هايارزيابيوآبمنابعمديريت❖

تصميم گيري هايدرکمكجهتتوسع هايطرح هايياهيدروژئولوژيكيگزينه هاياثراتپيش بيني❖

مديريتي

يخطرپذيروتصميم گيريوداده هاگردآوريدرراهنماييجهتقطعيتودقتعدمحساسيت،آناليزهاي❖



:نمودتقسيمزيردستهدوبهمي توانرازيرزمينيآبمدلسازيفعاليت هايکليطوربه

موجودآبميزانآبخوان،مرزهايتعيينهمچونموارديبهکهآبخوان(Interpretation)سامانهتفسير•

.مي پردازد...وزيرزمينيآبجريانجهتنفوذ،ميزانسامانه،در

آبخوانآيندهوضعيت(Prediction)پيش بينيوفعليشرايط(Simulation)شبيه سازي•



زانميتعيينجهتسفرهرفتارازآگاهيآبمنابعمديريتمدل هايتدويندراينكهبهتوجهبا

اثردريزيرزمينآبسطحترازوضعيتاستلازملذامي نمايد،ايفارااساسينقشآبخوانازبرداشت

.گيردقرارشبيه سازيومدلسازيموردمناسبگونه ايبهمصنوعيوطبيعيتغييرات

بهراآبخوانسيستمزمانيومكانيخواصمي توانزيرزمينيآبشبيه سازيمدل هايازاستفادهبا

.نمودبيانرياضيياوفيزيكيصورت

بهتاسآبخوانفيزيكيپارامترهايوروابطازاستفادهشاملزيرزمينيآبسفره هايشبيه سازي

خصمشزيرزمينيآبذخيرهتغييراتميزان،سيستمخروجيووروديدرتغييراتازايبهکهطوري

وفرهسرفتاربررسيجهتزيرزمينيآبجريانسيستمبرحاکممعادلاتوروابطبخشايندر.شود

.مي شودارائهآنشبيه سازينهايتدر



یمعادلات جریان آب زیرزمين

وحتشریدهد،میرخطبیعتدرکهآنچهمشابه،بعدسهودودررازیرزمینیهایآبحرکتکهمعادلاتیبخشایندر

.شودمیارائه،کندمیبینیپیش

مکانیکنقوانیویژهبهفیزیک،قوانینتوسطواستمتخلخلمحیطدرسیالجریانازخاصیحالتیزیرزمینیآبجریان

.پردازدیمسیالاتباتماسدرجامداجسامبرواردهنیروهایوسیالاتحرکتبهسیالاتمکانیک.شودمیکنترلسیالات

مینیزیرزآبجریانتشریحجهتکهاستنيوتندومقانونوجرمبقاياصلسیالات،حرکتبرحاکماساسیاصول

.گیردمیقراراستفادهمورد

state)حالتمتغيرهايآناساسبرتااستجریانروابطاستخراجزیرزمینی،آبجریانمعادلاتارائهازهدف

variables)شوندمحاسبهزماندرلزومصورتدروجریانحوزهازنقطههردرزیرزمینیآب.

غیرهایمتعنوانبهزمانومکانیمختصاتباجزئیدیفرانسیلمعادلاتقالبدرزیرزمینیآبجریانمعادلاتبنابراین

explicit)صریحیتوابعکنند،میتوصیفرازیرزمینیهایآبحالتکهمتغیرهاییرو،ایناز.میشوندبیانمستقل

functions)(زیرزمینیآبپتانسیلهمانند)باشندمیزمانومکاناز

ℎ 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 میمتر،SIسیستمدرواحدهای)مستقلمتغیرهای
ی،زیرزمینآبجریانبودنکندبهتوجهبا.باشند
(ستهمتغیرواب)پتانسیلآبزیرزمینی(.شودمیگرفتهنظردرروزمعمولاًزمانواحد



گیمعادله پيوست

شکلابقمط.کندمیبیانراجرمبقایاصلکهاستپیوستگیمعادلهزیرزمینیآبجریانبرحاکماساسیقانوناولین

.شودمیگرفتهنظردر،استشدهمتمرکز𝑥,𝑦,𝑧مختصاتبانقطهیکاطرافدرکهخاکازاولیهکنترلحجمیک،زیر

𝛥𝑥,𝛥𝑦,𝛥𝑧ابعادباراآبخوانمحیطازیکنترلحجمدرموجود،𝑀زیرزمینی،آبجرم،𝑡معین،زمانیلحظهیکدر

𝑀:بااستبرابر = 𝜌. 𝜃. 𝛥𝑥. 𝛥𝑦. 𝛥𝑧

𝜃(Τ𝐿3رابطهایندر 𝐿3)،باشدمیخاکمتخلخلمحیطدرموجودرطوبتحجم.𝜌(Τ𝑀 𝐿3)،این.استآبچگالی

دهدمینشانجرمبقایاصل.کندتغییرطرفین،ازکنترلحجمبهزیرزمینیهایآبخروجیاورودباتواندمیآبمقدار

.زمانبهنسبتآبخوانذخیرهدرتغییرمیزانبااستبرابرخروجیجریانمنهایورودیجریانخالصمقدارکه



ذخیرهدرتغییرمیزانبااستبرابرخروجیجریانمنهایورودیجریانخالصمقدارکهدهدمینشانجرمبقایاصل

.زمانبهنسبتآبخوان
𝜕𝑀

𝜕𝑡
= 𝑖𝑛𝑓 𝑙 𝑜𝑤 − 𝑜𝑢𝑡𝑓𝑙𝑜𝑤

یاحجمیدبیبرداراگر.شوندمحاسبهمقطعهرازخروجیوورودیجریانهایمقدارکهاستضروریرابطه،ایناساسبر

𝑞بابرابرمقطعهرسطحواحدازعبوریجریاننرخ = 𝑞𝑥,𝑞𝑦,𝑞𝑧،جرمیدبیمثال،عنوانبهصورتایندرباشد

:شودمیمحاسبهزیررابطهصورتبهکنترلحجمچپسمتازورودیزیرزمینیآبجریان

𝜌𝑞𝑥 𝑥 − 𝛥 Τ𝑥 2 , 𝑦, 𝑧, 𝑡 𝛥𝑦𝛥𝑧

موقعیتدر𝑞𝑥مقدار،𝛥xمقداربودنکوچکبهتوجهبا

𝑥 − 𝛥 Τ𝑥 انبیتیلورسریازاستفادهباتوانمیرا2

یکوصفرمرتبهباهایعبارتصرفاًازسریایندر.نمود

:شوندمیداشتهنگه

𝜌𝑞𝑥 𝑥 − 𝛥 Τ𝑥 2 , 𝑦, 𝑧, 𝑡 𝛥𝑦𝛥𝑧 ≈ 𝜌𝑞𝑥 −
𝛥𝑥

2

𝜕𝜌𝑞𝑥
𝜕𝑥

𝛥𝑦𝛥𝑧

.یردگمیقرارمحاسبهموردکنترلحجممرکزتاجریانمقدارفوق،رابطهاساسبر



𝑥موقعیتدرکنترلحجمراستسمتازخروجیزیرزمینیآبجریانجرمیدبیمقدارهمچنین + 𝛥 Τ𝑥 صورتبه2

:شودمیمحاسبهزیررابطه

:بااستبرابرخروجیوورودیجریاناختلافاساس،اینبر

𝜌𝑞𝑥 𝑥 + 𝛥 Τ𝑥 2 , 𝑦, 𝑧, 𝑡 𝛥𝑦𝛥𝑧 ≈ 𝜌𝑞𝑥 +
𝛥𝑥

2

𝜕𝜌𝑞𝑥
𝜕𝑥

𝛥𝑦𝛥𝑧

𝜌𝑞𝑥 −
𝛥𝑥

2

𝜕𝜌𝑞𝑥
𝜕𝑥

𝛥𝑦𝛥𝑧 + 𝜌𝑞𝑦 −
𝛥𝑦

2

𝜕𝜌𝑞𝑦

𝜕𝑦
𝛥𝑥𝛥𝑧 + 𝜌𝑞𝑧 −

𝛥𝑧

2

𝜕𝜌𝑞𝑧
𝜕𝑧

𝛥𝑥𝛥𝑦

− 𝜌𝑞𝑥 +
𝛥𝑥

2

𝜕𝜌𝑞𝑥
𝜕𝑥

𝛥𝑦𝛥𝑧 − 𝜌𝑞𝑦 +
𝛥𝑦

2

𝜕𝜌𝑞𝑦

𝜕𝑦
𝛥𝑥𝛥𝑧 − 𝜌𝑞𝑧 +

𝛥𝑧

2

𝜕𝜌𝑞𝑧
𝜕𝑧

𝛥𝑥𝛥𝑦

:داشتخواهیمپیوستگیمعادلهدرخروجیوورودیجریانهایجایگزینیبا

𝜕𝑀

𝜕𝑡
= −

𝜕𝜌𝑞𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝜌𝑞𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝜌𝑞𝑧
𝜕𝑧

𝛥𝑥𝛥𝑦𝛥𝑧

=∇)دلتاعملگرازاستفادهبا Τ𝜕 𝜕𝑥 , Τ𝜕 𝜕𝑦 , Τ𝜕 𝜕𝑧)،بهفوقرابطه
:شودمیسادهزیرصورت

𝜕𝑀

𝜕𝑡
= −∇. 𝜌𝒒 𝛥𝑥𝛥𝑦𝛥𝑧

𝑀اساسبر.دهدمینشانراکنترلحجمدرآبذخیرهتغییراتفوقرابطه = 𝜌.𝜃.𝛥𝑥.𝛥𝑦.𝛥𝑧،تغییراتمقدارتوانمی

:نمودمحاسبهزیرصورتبهراذخیره
𝜕𝑀

𝜕𝑡
=
𝜕 𝜌. 𝜃. 𝛥𝑥. 𝛥𝑦. 𝛥𝑧

𝜕𝑡



𝜕𝑀

𝜕𝑡
=
𝜕 𝜌. 𝜃. 𝛥𝑥. 𝛥𝑦. 𝛥𝑧

𝜕𝑡

اینکهدلیلبه،𝛥𝑥.𝛥𝑦.𝛥𝑧وآببودنپذیرتراکمدلیلبه،𝜌آب،ازمنافذبودنخالیوپردلیلبه،𝜃متغیرهایعبارتایندر

عمودیتغییرات،طبیعیشرایطتحتاینکهبهتوجهبا.باشندمیزمانیتغییراتدارایباشد،پذیرتراکمتواندمیمتخلخلمحیط

:شودمیتبدیلزیرصورتبهفوقرابطهبنابراین.استشدهصرفنظر𝛥𝑥.𝛥𝑦زمانیتغییراتازلذاگیرند،میقرارتوجهمورد

𝜕𝑀

𝜕𝑡
=
𝜕 𝜌

𝜕𝑡
𝜃.+𝜌

𝜕 𝜃

𝜕𝑡
𝛥𝑥. 𝛥𝑦. 𝛥𝑧 + 𝜌𝜃

𝜕 𝛥𝑧

𝜕𝑡
𝛥𝑥. 𝛥𝑦 = 𝜌

𝜃

𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+
𝜕𝜃

𝜕𝑡
+

𝜃

𝛥𝑧

𝜕𝛥𝑧

𝜕𝑡
𝛥𝑥. 𝛥𝑦. 𝛥𝑧

:نمودبیانآبفشارازتابعیمیتوانرامتخلخلمحیطتراکممیزان
1

𝛥𝑧

𝜕𝛥𝑧

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕𝑝

𝜕𝑡

Τ𝐿2)متخلخلمحیطالاستیکتراکمپذیریضریب𝛼رابطهایندر 𝐹)،𝑝زیرزمینیآبفشار(Τ𝐹 𝐿2)و𝛽تراکمپذیریضریب

Τ𝐿2)آب 𝐹)فوقطروابجایگذاریبا.استناچیزدماومحلولموادهمانندچگالیبرمؤثرعواملسایرکهشودمیفرض.باشدمی

رابطهدر
𝜕𝑀

𝜕𝑡
=

𝜕 𝜌.𝜃.𝛥𝑥.𝛥𝑦.𝛥𝑧

𝜕𝑡
:داشتخواهیم

:شودمیبیانزیرصورتبهآبپذیریتراکممیزان
1

𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑡
= 𝛽

𝜕𝑝

𝜕𝑡

𝜕𝑀

𝜕𝑡
= 𝜌 𝜃 𝛼 + 𝛽

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+
𝜕𝜃

𝜕𝑡
𝛥𝑥𝛥𝑦𝛥𝑧



𝜕𝑀

𝜕𝑡
= −

𝜕𝜌𝑞𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝜌𝑞𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝜌𝑞𝑧
𝜕𝑧

𝛥𝑥𝛥𝑦𝛥𝑧

𝜕𝑀

𝜕𝑡
= 𝜌 𝜃 𝛼 + 𝛽

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+
𝜕𝜃

𝜕𝑡
𝛥𝑥𝛥𝑦𝛥𝑧

⇒ 𝜌 𝜃 𝛼 + 𝛽
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+
𝜕𝜃

𝜕𝑡
= −

𝜕𝜌𝑞𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝜌𝑞𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝜌𝑞𝑧
𝜕𝑧

:داشتخواهیمجرم،بقایوپیوستگیرابطهتلفیقبا

𝜌 𝜃 𝛼 + 𝛽
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+
𝜕𝜃

𝜕𝑡
= −∇. 𝜌𝒒 زيرزمينيآبدرجرمبقاياصلکليرابطه

:ودنمسادهزیرصورتبهتوانمیراپیوستگیرابطهلذاواستبرخوردارکمیاهمیتازآبچگالیتغییراتموارد،اغلبدر

𝜃 𝛼 + 𝛽
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+
𝜕𝜃

𝜕𝑡
= −

1

𝜌
∇. 𝜌𝒒 ≈ −∇. 𝒒

یانکنندهبرابطهاینچپسمت.دهدمینشانراحجمیمقایسدرزیرزمینیآبتعادلپیوستگی،رابطهشده،سادهرابطهایندر

باشدآبومحيطشدنمتراکمناشیتواندمیذخیرهدرتغییراین.استمتخلخلمحیطدرموجودزیرزمینیآبحجمدرتغییر

.شودگرفتهنظردرحجميرطوبتدرتغييرازناشییاو

ت،اسهمگراجریاننرخکهزمانی.دهدمینشانرازیرزمینیآبحجمیجریاننرخواگرایییاهمگراییفوق،رابطهراستسمت

.یابدمیکاهشسازيذخيرهشود،میواگراکهزمانیبرعکس،ویابدمیافزايشآبخوانذخيره



.معادلهجریانآبزیرزمینیبرایآبخوانیباهدایتهیدرولیکیزیررادرشرایطپایدارتدویننمائید( مثال

𝐾 = 𝐾0 𝑎 + 𝑏𝑒𝑐𝑥 + 𝑑𝑒𝑓𝑦

,𝐾0،𝑎دراینرابطه 𝑏,𝑐,𝑑,𝑓پارامترهایسیستممیباشند.

(حل

𝜃)براساسرابطهپیوستگی 𝛼 + 𝛽
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+

𝜕𝜃

𝜕𝑡
= −

1

𝜌
∇.𝒒)میتوانبرایشرایطپایداراینرابطهرابهصوورتزیورارائوه،

:نمود
𝜕𝑞𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑞𝑦

𝜕𝑦
= 0

:بااعمالقانوندارسیدررابطهفوق
𝜕

𝜕𝑥
𝐾
𝜕ℎ

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
𝐾
𝜕ℎ

𝜕𝑦
= 0

:باجایگذاریرابطههدایتهیدرولیکیدررابطهفوق،داریم
𝜕

𝜕𝑥
𝐾0 𝑎 + 𝑏𝑒𝑐𝑥 + 𝑑𝑒𝑓𝑦

𝜕ℎ

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
𝐾0 𝑎 + 𝑏𝑒𝑐𝑥 + 𝑑𝑒𝑓𝑦

𝜕ℎ

𝜕𝑦
= 0

:بامشتقگیریوخلاصهنمودنرابطه،خواهیمداشت

𝑎 + 𝑏𝑒𝑐𝑥 + 𝑑𝑒𝑓𝑦
𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
+ 𝑐𝑏𝑒𝑐𝑥

𝜕ℎ

𝜕𝑥
+ 𝑎 + 𝑏𝑒𝑐𝑥 + 𝑑𝑒𝑓𝑦

𝜕2ℎ

𝜕𝑦2
+ 𝑓𝑑𝑒𝑓𝑦

𝜕ℎ

𝜕𝑦
= 0



یمعادله حرکت آب زیرزمين

درغییرتیاحرکتباعثنیروهاعنیی.شودمیبیاننیوتندومقانوناساسبرکهاستمومنتوممعادله،اساسیرابطهدومین

.شودمیترسیمکنترلحجمدرموجودآببرواردنیروهایتمامیزیر،شکلکنترلحجممطابق.شوندمیحرکت

:نیروهاییکهبهطورمعمولبرآبموجوددرحجمکنترلواردمیشود،عبارتنداز

(Pressure forces)نیروهایفشاری✓

(Gravity forces)نیرویثقل✓

(Reaction forces)نیروهایعکسالعملیواردهازطرفخاک✓

.شوندگرفتهنظردرمختلفجهاتدرآنختلفمهایمؤلفهاستلازمهستند،بردارنیروهااینکهبهتوجهبا

دوارآببهکهیفشارکنترل،حجمچپسمتامتداددرمثال،عنوانبه

:دمیکنایجاد𝑥جهتدرنیروتعادلدررازیرسهم،میشود

𝜃𝑝 𝑥 − 𝛥 Τ𝑥 2 , 𝑦, 𝑧, 𝑡 𝛥𝑦𝛥𝑧

اشغالرامرزاز𝜃میزانبهآبکهاستاینفوقرابطهدر𝜃وجودعلت

خلافدراماکنترلحجمراستسمتدرنیرویمشابه،طوربه.کندمی

:نمایدمیعملنیروهاتعادلجهتدرکهشودمیواردجهت،

−𝜃𝑝 𝑥 + 𝛥 Τ𝑥 2 , 𝑦, 𝑧, 𝑡 𝛥𝑦𝛥𝑧



بدست𝑥جهتدرفشارنيرويلفهؤمکنترل،حجممرکزبه𝜃𝑝عباراتدادنارتباطجهتشده،خلاصهتیلورسریازاستفادهبا

:آیدمی
𝜃𝑝 −

𝛥𝑥

2

𝜕𝜃𝑝

𝜕𝑥
− 𝜃𝑝 +

𝛥𝑥

2

𝜕𝜃𝑝

𝜕𝑥
𝛥𝑦𝛥𝑧 = −

𝜕𝜃𝑝

𝜕𝑥
𝛥𝑥𝛥𝑦𝛥𝑧

.آوردبدستمشابهطریقبهمیتواننیزرا𝑧و𝑦جهتهایدرواردهفشارینیروی

:میشودواردکنترلحجمبه𝑧جهتخلافدرکهکنترلحجمدرموجودآبوزنکلبااستبرابرثقلنيروي

−mg = −𝜌∀= −𝜌𝑔𝜃𝛥𝑥𝛥𝑦𝛥𝑧

نیروهایوآبفشاربرابردرکهاستنیروهاییشاملاین.استپیچیدهآبرویبرخاکطرفازواردهعکسالعملینیرویارزیابی

تماسطحسشکلزیرااستدشواربسیارمنافذسطحدرنیروهااینارزیابی.کنندمیعملزیرزمینیآبحرکتازناشیاصطکاک

ریاضیباراتعباآنبیانونیستمشخص،دقیقتماسسطحکهآنجااز.استپیچیدهبسیارهندسینظرازآبفازوجامدفازبین

.شودتفادهاسماکروسکوپیرویکردازاستلازمواستغیرممکنمیکروسکوپیمقیاسدرنیروهااینتوصیفاست،دشواربسیار

.دمیشونتعریفمیکنند،واردآبحجمواحدبرخاکذراتکهنیروهاییمتوسطعنوانبهمعمولاًعکسالعملینیروهای،لذا

𝑟صورتبهترتیببهرااصطکاکینیروهایوآبفشاربرابردرعکسالعملینیروهایچنانچه = 𝑟 𝑟𝑥,𝑟𝑦,𝑟𝑧([𝐹/𝐿3])و

𝑓 = 𝑓𝑥,𝑓𝑦 ,𝑓𝑧([𝐹/𝐿3])جهتدرنیروهااینتأثیرشود،دادهنشان𝑥بودخواهدزیرصورتبه:

𝑟𝑥 + 𝑓𝑥 𝜃𝛥𝑥𝛥𝑦𝛥𝑧 .آوردبدست𝑧و𝑦جهتهایدرمیتوانرانیروهااینمشابهطوربه



:بودخواهدزیرروابطصورتبهجهتسهدرنیروهاتعادل

−
𝜕𝜃𝑝

𝜕𝑥
+ 𝑟𝑥 + 𝑓𝑥 𝜃 𝛥𝑥𝛥𝑦𝛥𝑧

−
𝜕𝜃𝑝

𝜕𝑦
+ 𝑟𝑦 + 𝑓𝑦 𝜃 𝛥𝑥𝛥𝑦𝛥𝑧

−
𝜕𝜃𝑝

𝜕𝑧
− 𝜌𝑔𝜃 + 𝑟𝑧 + 𝑓𝑧 𝜃 𝛥𝑥𝛥𝑦𝛥𝑧

𝛻بااستفادهازعملگردلتا = Τ𝜕 𝜕𝑥 , Τ𝜕 𝜕𝑦 , Τ𝜕 𝜕𝑧میتواناثراتتمامینیروهایعکسالعملیرابهصورتزیرارائهنمود:

−∇ 𝜃𝑝 − 𝜌𝑔𝜃∇𝑧 + 𝒓 + 𝒇 𝜃 𝛥𝑥𝛥𝑦𝛥𝑧

:تقسیمنمائیم،خواهیمداشت(𝜃𝛥𝑥𝛥𝑦𝛥𝑧)چنانچهاینرابطهرابرحجمکلآبموجوددرحجمکنترل

−∇𝑝 − 𝜌𝑔∇𝑧 + 𝒇

بودهصفربابرابر𝑓اصطکاکینیرویصورتایندر.شودگرفتهنظردرصفربایدنیروهاتماممجموعباشد،ساکنسيالکهزمانی

𝑝∇)هیدرواستاتیکصورتبهآبفشارو = 𝜌𝑔∇𝑧)کلیالعملیعکسنیرویعنوانبهتوانمیراآنواست(𝑟)برابردرذرات

𝑟:استمحاسبهقابلزیرصورتبهعکسالعملینیرویبنابراین.گرفتنظردرآبفشار =
𝑝

𝜃
∇𝜃

𝑟جایگذاریبا =
𝑝

𝜃
∇𝜃در−∇𝑝 −

𝑝

𝜃
∇𝜃 − 𝜌𝑔∇𝑧 + 𝒓 + 𝒇میتوانرابطهتعادلنیروهارابهصورتزیرسادهنمود:

−∇𝑝 −
𝑝

𝜃
∇𝜃 − 𝜌𝑔∇𝑧 + 𝒓 + 𝒇



.سیالمومنتومتغییراتبااستبرابرونبودهصفرنیروهامجموعمیباشد،حرکتدارايزیرزمینیآبکهمواردیدر

با.ودشمشخصاصطکاکوحرکتویژگیاساسبربایدواستصفرغیرذرهوآبمشترکسطحامتداددراصطکاکهمچنین

دروکردهفنظرصرمومنتومغییراتتازتوانمیلذااست،کندبسیار،طبیعیشرایطدرزیرزمینیآبجریانسرعتاینکهبهتوجه

نیروهایاست،حرکتحالدرسیالاگرچهلذا.گرفتنادیدهراهاآنمیتوانمیشوند،واردسیالبرکهنیروهاییسایربامقایسه

:باشندمیزیرصورتبهوبودهتعادلحالتدرتقریباًسیالبروارد
−∇𝑝 − 𝜌𝑔∇𝑧 + 𝒇 ≈ 0

creeping)خزندهحرکتبهسیالاتدینامیکدرجریاننوعاین motion)حرکت،کنندهایجادفعالنیروهای.استمعروف

بهاینخلخلمتهایمحیطرد.شوندمیمتعادلبرابرقدرتبااصطکاکنیروهایبرابردرمقاومتبابلافاصلهگرانش،وفشارمانند

سیالهتوجقابلحرکتازکهطوریبهشود،میگستردهاصطکاکباعثکهاستجامدذراتومایعبینزیادتماسسطحدلیل

منافذهایدیوارهبینلزجتمومنتومانتقالنتیجهدراصطکاکنیروی،آبلزجتوجودبهتوجهباهمچنین.شودمیجلوگیری

.شودمیایجادمتحرکسیالوساکن

،يالسلزجتبهسیالریانجبرابردرمقاومکلیمقاومتنیرویهمسان،محیطیکدرخزندهلزججریانیکدرکلیطوربه

:نمودبیانزیرصورتبهتوانمیرااصطکاکنیرویلذا.استوابستهجريانميداندرموجودموانعوجريانبزرگي

𝒇 = −
𝜇

𝑘
𝒒

.میباشدزیرزمینیآبجریان𝑞وذاتینفوذپذیری𝑘وسیالدینامیکیلزجت𝜇رابطهایندر



𝒇رابطهدادنقراربا = −
𝜇

𝑘
𝒒رابطهدر−∇𝑝 − 𝜌𝑔∇𝑧 + 𝒇 ≈ خواهدزیرصورتبهزیرزمینیآبجریانحرکتمعادله،0

𝑞:شد = −
𝑘

𝜇
∇𝑝 + 𝜌𝑔∇𝑧

تخلخلممحیطیکدرراسیالیکجریانکهاستدارسیقانونتعمیمرابطهاینواقعدر.استدارسیقانونشبیهعبارتاین

آبآندرهکساحلیسفرههایدرمیتواندشرایطیچنین.باشدمتغیرلزجتوچگالیدارایسیالکهصورتیدرمیکند،توصیف

.باشدتهداشوجودمیکند،تغییردماباسیاللزجتوچگالیکهگرماییزمینمخازندریامیشوند،مخلوطهمباشیرینوشور

راحرکتمعادلهد،کنتغییرسیالپذیریتراکمدلیلبهتنهاچگالیکهزمانییانباشد،توجهقابلچگالیگرادیانکهصورتیدر

:نمودسادهزیرصورتبهتوانمی
q = −

𝑘𝜌𝑔

𝜇
∇ 𝜑 + 𝑧 = −𝐾∇ℎ

:رابطهایندر

𝐾 =
𝑘𝜌𝑔

𝜇
([𝐿/𝑇])هیدرولیکیهدایت:

𝜑 = 
𝑑𝑝

𝜌𝑔
([𝐿])یفشارپتانسیل:

ℎ = 𝜑 + 𝑧:زیرزمینیآبپتانسیل([𝐿])

ردکهدارسي،قانونکهدريافتتوانميرابطهايناساسبر

دومقانونجزنيستچيزيبود،تجربيشواهدبرمبتنياصل

يالاتسجريانتوصيفبرايمناسبشكليبهکهنيوتنحرکت

.استشدهاصلاحمتخلخلمحيطدر



qرابطهاساسبر = −
𝑘𝜌𝑔

𝜇
∇ 𝜑 + 𝑧 = −𝐾∇ℎاستگیرینتیجهقابلزیرموارد:

،کندمیلمتعادراحرکتمحرکهنیروهایکهزیاداصطکاکنیروهایدلیلبهکهاستایندارسیقانونبهمنتهیاصلیفرض•

رساییاخاکدرآبجریانمانندمواردیدردارسیقانونلذا.استمحدودبسیارمتخلخلمحیطیکدرسیالیکحرکت

شاملکهمواردیدراما،استاستفادهقابلشكستههايسنگدرجريانيااي،دانهمتخلخلهايمحيطانواع

.نيستاجراقابلشود،ميغيرهوهاشكافها،شكافمانندديگربزرگهايدهانهياغارها

ياهيدروليكيهدايتمانندمتغييرهاييميكروسكوپيسطحدر.استماکروسکوپیرویکردیکدارسیقانون•

برایدقیقمقادیرآوردندستبهدرقطعیتعدمزیرانیست،مهمیموضوعواقعاًاینحال،اینبا.نداردوجودنفوذپذيري

کهدهدمینشانمیدانیبررسیهایواقع،در.داردکلیدقتبربیشتریبسیارتأثیرنفوذپذیرییاهیدرولیکیهدایت

عیینتکهمیدهندنشانخودازرساناییخواصدرزیادیناهمگنیوتنوعزمین،لایههایمانندطبیعیمتخلخلمحیطهای

.استدشوارقطعییاتجربیروشهایباآنهادقیقکمیت

متخلخلیطمحیکبرایوبعدیسهکارتزینمختصاتسیستمدرلذااست،برداریرابطهیکدارسیرابطهاینکهبهتوجهبا•

:ازاستعبارترابطهاینهمسان،وهمگن

cylindrical)سیلندریمختصاتسیستمدر• coordinate system):

𝑞𝑥 = −𝐾
𝜕ℎ

𝜕𝑥
, 𝑞𝑦 = −𝐾

𝜕ℎ

𝜕𝑦
, 𝑞𝑧 = −𝐾

𝜕ℎ

𝜕𝑧

𝑞𝑟 = −𝐾
𝜕ℎ

𝜕𝑟
, 𝑞𝜑 = −

𝐾

𝑟

𝜕ℎ

𝜕𝜑
, 𝑞𝑧 = −𝐾

𝜕ℎ

𝜕𝑧



محیطردنیز(مختلفجهاتدرتغييرات)ناهمسانی،(هيدروليكيهدايتوتخلخلاينقطهتغييرات)ناهمگنیبرعلاوه

وجوددماننمختلفهایجهتدرمتخلخلمحیطهایویژگیبرخیتغییراتدلیلهبحالتایندر.استامکانپذیرمتخلخلهای

صورتبهاردارسیقانونتوانمیهاییموقعیتچنیندر.استجهتبهبستهواهیدرولیکیهدایتها،بندیلایهوهاشکستگی

:دادبسطزیر

تجهدرجریانوجودامکانجهت،یکدرگرادیانوجوددلیلبه،دارندرسوبیمنشأمعمولاًکهایلایهسازندهایدر:نکته

:ردگیمیقرارمدنظرهیدرولیکیهدایتمؤلفهدوتنهامعمول،طوربهسازندهاافقیبندیلایهدر.شودمیفراهمدیگرهای

:شودمیسادهزیرصورتبهدارسیقانونحالت،نایدر،(𝐾𝑉)عمودیهیدرولیکیهدایتو(𝐾ℎ)افقیهیدرولیکیهدایت

𝐾 =

𝐾𝑥𝑥
𝐾𝑥𝑦
𝐾𝑥𝑧

𝐾𝑥𝑦
𝐾𝑦𝑦
𝐾𝑦𝑧

𝐾𝑥𝑧
𝐾𝑦𝑧
𝐾𝑧𝑧

𝑞𝑥 = −𝐾𝑥𝑥
𝜕ℎ

𝜕𝑥
− 𝐾𝑥𝑦

𝜕ℎ

𝜕𝑦
− 𝐾𝑥𝑧

𝜕ℎ

𝜕𝑧

𝑞𝑦 = −𝐾𝑥𝑦
𝜕ℎ

𝜕𝑥
− 𝐾𝑦𝑦

𝜕ℎ

𝜕𝑦
− 𝐾𝑦𝑧

𝜕ℎ

𝜕𝑧

𝑞𝑧 = −𝐾𝑥𝑧
𝜕ℎ

𝜕𝑥
− 𝐾𝑦𝑧

𝜕ℎ

𝜕𝑦
− 𝐾𝑧𝑧

𝜕ℎ

𝜕𝑧

𝑞𝑥 = −𝐾ℎ
𝜕ℎ

𝜕𝑥
, 𝑞𝑦 = −𝐾ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑦
, 𝑞𝑧 = −𝐾𝑉

𝜕ℎ

𝜕𝑧



.نموداستخراجرازیرزمینیآبجریانمعادلهتوانمیدارسیقانونوپیوستگیمعادلهترکیببا

یمعادله جریان آب زیرزمين

آبشارفبهواستتخلخلبابرابررطوبتمیزانکهاشباع،شرایطدرچهاست،آبفشاربامرتبط،𝜃،رطوبتمیزانرابطه،ایندر

رابطهکه)(شمکیا)آبفشارورطوبتمیزاناشباع،غیرشرایطدریا.استوابستهمتخلخلمحیطالاستیکشکلتغییرازناشی

ازتابعیانعنوبهتنهارازیرزمینیآبجریانمعادلهتوانمیاساساینبر.باشندمیمرتبطهمبا(شودمینامیدهآبنگهداشت

:نمودبیانزیرصورتبهآبفشار

𝜃 𝛼 + 𝛽
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+
𝜕𝜃

𝜕𝑡
= −∇. 𝒒

𝑞 = −
𝑘

𝜇
∇𝑝 + 𝜌𝑔∇𝑧

⇒ 𝜃 𝛼 + 𝛽
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+
𝜕𝜃

𝜕𝑡
= ∇.

𝑘

𝜇
∇𝑝 + 𝜌𝑔∇𝑧

𝜃 𝛼 + 𝛽
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+
𝜕𝜃

𝜕𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑡
= ∇.

𝑘

𝜇
∇𝑝 + 𝜌𝑔∇𝑧 ⇒ 𝑆𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑡
= ∇.

𝑘

𝜇
∇𝑝 + 𝜌𝑔∇𝑧

𝑆𝑝 = 𝜃 𝛼 + 𝛽 +
𝜕𝜃

𝜕𝑝 𝑆𝑝،باشدمیفشارتغییراتبهوابستهواستمتخلخلمحیطذخیرهضریب([𝐿2/𝐹]).

خلمتخلمحیطبودناشباعغيريااشباعشرايطوآبوخاکخصوصياتهمانندیمختلفپارامترهایبهذخیرهضریب

واحددرشدهآزادآبحجمذخيره،ضريبواقعدر.داردایسادهفیزیکیتفسیرامااستپیچیدهنسبتاً،لذا.استوابسته

.دهدمینشانراآبفشارکاهشواحدهرازايبهمتخلخلمحيطحجم



:ستازیرصورتبهعمودیوافقیهیدرولیکیهایهدایتگرفتننظردربادکارتیمختصاتدرزیرزمینیآبجریانمعادله

ازابعیتنه)آبفشارازتابعیمعادلهاینلذا.استزیرزمینیهایآبجریانبعدیسهحرکتکلیمعادلهبیانگرفوق،رابطه

.میباشد(زیرزمینیآبپتانسیل

شکلباگیپیوستمعادلهترکیبباتوانمیرازیرزمینیآبجریانمعادلهلذا.شودمیهگرفتنادیدهچگالیاثراتمعمولاًعمل،در

:نمودارائهزیرصورتبهدارسیقانونساده

𝑆𝑝
𝜕𝑝

𝜕𝑡
= ∇.

𝑘

𝜇
∇𝑝 + 𝜌𝑔∇𝑧 ⇒ 𝑆𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

𝑘ℎ
𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦

𝑘ℎ
𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧

𝑘𝑉
𝜇

𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ 𝜌𝑔

𝜃 𝛼 + 𝛽
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+
𝜕𝜃

𝜕𝑡
= −∇. 𝒒

𝑞 = −
𝑘

𝜇
∇𝑝 + 𝜌𝑔∇𝑧 = −

𝑘

𝜇
∇𝜌𝑔φ + 𝜌𝑔∇𝑧 = −𝐾∇ℎ

⇒ 𝜃 𝛼 + 𝛽
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+
𝜕𝜃

𝜕𝑡
= −∇. 𝐾∇ℎ

آبتانسیلپزمانیتغییراتبازماندرآبفشاراختلافاست،ثابتسیالچگالیکهزمانیدریافتتوانمیفوقرابطهاساسبر

)استمرتبطزیرزمینی
𝜕𝑝

𝜕𝑡
= 𝜌𝑔

𝜕ℎ

𝜕𝑡
:نمودبازنویسیزیرصورتبهتوانمیرافوقرابطهلذا.(

𝜃 𝛼 + 𝛽 𝜌𝑔
𝜕ℎ

𝜕𝑡
+
𝜕𝜃

𝜕𝑡
= −∇. 𝐾∇ℎ



دربا،سیالومتخلخلمحیطهایویژگیبهرا(ℎ)زیرزمینیآبپتانسیلو(𝜃)موجودزیرزمینیآبمقدارفوق،رابطهآنجااز

.استمطرحنیزیرزمیآبجریاناساسیمعادلهیکعنوانبهرابطهاینلذا،کندمیمرتبط،زمانیومکانیگیپیوستگرفتننظر

اشباعشرایطتحتمثال،عنوانبه.باشددسترسدرℎو𝜃متغییرهایازبیشتریاطلاعاتاستلازممعادله،اینحلجهت

دگیفشرباتخلخلدرتغییر،جامدذراتبودنتراکمناپذیرفرضباواست،برابرتخلخلبا(𝜃)رطوبتمیزانمتخلخل،محیط

بهزیرزمینیبآجریانمعادلهلذا.داردبستگیزیرزمینیآبپتانسیلیاآبفشاربهخودنوبهبهکهاستوابستهمتخلخلمحیط

:شودمیسادهزیرصورت

𝜃 𝛼 + 𝛽 𝜌𝑔
𝜕ℎ

𝜕𝑡
+
𝜕𝜃

𝜕𝑡
= −∇. 𝐾∇ℎ

𝜕𝜃

𝜕𝑡
=
𝜕𝑛

𝜕𝑡
=

1 − 𝑛

𝛥𝑧

𝜕𝛥𝑧

𝜕𝑡
= 𝛼

1 − 𝑛 𝜕𝑝

𝜕𝑡
= 1 − 𝑛 𝛼𝜌𝑔

𝜕ℎ

𝜕𝑡

𝜃 𝛼 + 𝛽 𝜌𝑔
𝜕ℎ

𝜕𝑡
+
𝜕𝜃

𝜕𝑡
= −∇. 𝐾∇ℎ

𝜕𝜃

𝜕𝑡
= 1 − 𝑛 𝛼𝜌𝑔

𝜕ℎ

𝜕𝑡

⇒ 𝑆0
𝜕ℎ

𝜕𝑡
= ∇. 𝐾∇ℎ

𝑆0،استویژهذخیرهضریب𝐿−1.محیطواحددرشدهآزادآبحجمعنوانبهفیزیکیصورتبهتوانمیرامتغییراین

.نمودتعریفزیرزمینیآبپتانسیلکاهشواحدیکنتیجهدراشباعمتخلخل



لاستیکپشکلتغییرالبته.استمحدودآبیازمینهایلایهالاستیکشکلتغییرزیرااستکوچکبسیارمعمولا𝑆0ًمقدار

هاییشکلتغییرچنین.باشدمیتوجهقابل(peat)نارسسنگذغالیارسخاکمانندموادیازمتشکلکهزمینلایههای

جریانهمعادل.شوندمیزمینفرونشستبهمنجرودهدمیرخزیرزمینیآبگستردهپمپاژیاخارجیبارهایتأثیرتحتعمدتاً

:نمودارائهرزیصورتبهتوانمیراافقیوعمودیهیدرولیکیهدایتازاستفادهبادکارتیختصاتمدراشباعمحیطزیرزمینیآب

𝑆0
𝜕ℎ

𝜕𝑡
= ∇. 𝐾∇ℎ

𝑆0
𝜕ℎ

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥
𝐾ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
𝐾ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧
𝐾𝑉

𝜕ℎ

𝜕𝑧

کههدمیدنشانواستانتشارینوعازمعادلهاین.استیعملکارهایدرزیرزمینیآبجریانمعادلهپرکاربردترینمعادلهاین

Τ𝐾بهوابستهکهسرعتیباپتانسیلاختلاف 𝑆0کوچکبهتوجهبارو،ایناز.شدخواهدمنتشرمتخلخلمحیطکلدراست

.(رسیهاییهلاجریانهمانند)باشدکوچکنیز𝐾اینکهمگرشودانجامسریعنسبتاًتواندمیفرآینداین،𝑆0مقداربودن

,𝑟)ایاستوانهمختصاتدرجریانمعادله 𝜑, 𝑧)استزیرصورتبه:

𝑆0
𝜕ℎ

𝜕𝑡
=
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑟𝐾ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑟
+

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝜑
𝐾ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝜑
+

𝜕

𝜕𝑧
𝐾𝑉

𝜕ℎ

𝜕𝑧

.گیردمیقراراستفادهموردهاچاهسمتبهزیرزمینیآبجریانبینیپیشبرایمعادلهاین



برایرکمحنیروهای.استپتانسيلجريانبهوابستهمسألهیکزیرزمینیآبحرکتکهدهدمینشانوضوحبهمعادلهاین

هدایت)متخلخلمحیطرساناییخواصبهحاصلایهجریانواستزيرزمينيآبپتانسيلدراختلاف،رابطهایندرحرکت

درگرماریانجمانندهپتانسیلهایجریاندیگرانواعشبیهنیززیرزمینیآبجریانترتیباینبه.داردبستگی(هیدرولیکی

تانسیلپاختلافتأثیرتحتالکتریکیرسانایمواددرالکتریکیجریانیادما،گرادیانتأثیرتحتگرمارسانایهایمحیط

.باشدمیالکتریکی

𝑆0
𝜕ℎ

𝜕𝑡
= ∇. 𝐾∇ℎ

:دمیباشزیرصورتبه(زمانازمستقل)پایدارشرایطبرایفوقمعادله
∇. 𝐾∇ℎ = 0

𝜕

𝜕𝑥
𝐾ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
𝐾ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧
𝐾𝑉

𝜕ℎ

𝜕𝑧
= 0



متغیرهایبهرا(زيرزمينيآبپتانسيل)وابستهمتغیرکههستندجزئیدیفرانسیلمعادلات،زیرزمینیآبجریانمعادلات

میمعتبرجریانحوزهداخلدرتنهاجریانمعادلاتحال،اینبا.میکنندمرتبط(زمانوجريانحوزهمختصات)مستقل

آبجریانبرمیتواندکهمیدهدرخديگريپديده هاي،متخلخلمحیطانتهاییهاییبخشدرزیرامرزها،درنهوباشند

.باشدگذارتأثیرمدلسازیمنطقهداخلدرزیرزمینی

رياضيباراتعتوسطجداگانهطوربهبايدوشوندميکنترلديگرفيزيكيقوانينتوسطمرزهادرانفعالاتوفعلاين

.شودميگفتهمرزيشرايطاصطلاحبهکهشوندتوصيف

نسبتولامرتبهجزئیمشتقاتحاویزیرزمینیآبگذرایجریانمعادلاتکهآنجاییاز.شودمیگرفتهنظردررازمانبعدابتدا

ستندانرو،ایناز.استنیازموردصفر،زماندریعنیشروع،درشرایطفقطکهدادنشانریاضینظرازتوانمیاست،زمانبه

وابستهتغیرمزیرزمینیآبپتانسیلکهزمانیمثال،عنوانبه.استکافیمدلسازیشروعدرجریانحوزهدروابستهمتغیرتوزیع

:نمودارائهزیرصورتبهتوانمیرااولیهشرایطباشد،

یشرایط مرزی جهت حل معادله جریان آب زیرزمين

ℎ 𝑥, 𝑦, 𝑧, 0 = ℎ0 𝑥, 𝑦, 𝑧

آبجریانمعادلاتکهآنجاییازکهدادنشانتوانمیریاضی،نظراز.استترپیچیدهحدودیتافیزیکیحوزهبرایمرزیشرایط

زمانییحت،فيزيكيجريانحوزهمرزازنقطههردرشرایطست،امکانبهنسبتدوممرتبهجزئیمشتقاتحاویزیرزمینی

.استنیازمورددارند،تمایلبینهایتسمتبهمرزهاکه

.تمقدارترازسطحآبزیرزمینیدرشروعمدلسازیکهتابعیازمکاناس



potential)پتانسیلمرزیرایطشعنوانبهمرزنوعاین boundary condition)کهمیشوداستفادهزمانیومیشودنامیده

.غیرهومخزنیادریاچه،رودخانه،یکمثلاًباشد،ℎ𝑏شدهشناختهپتانسيلباآبيبدنهيكباتماسدرزیرزمینیآب

نایبامرتبطمرزدرآبسطحترازبرثیریأتهیچ،دهدرخآبخوانداخلدرکهزیرزمینیآبجریانهرمرز،نوعایندرواقعدر

.ماندمیبتثامرزدرترازمقداروداشتنخواهدآبیبدنه

Neumann)دومنوعمرزیشرایط-2 BC):جریانمرزیشرایطعنوانبه(flux boundary conditions)درکهباشندمی

آبشارلفهؤمتوسطآبتبادلمقدار.استمشخصرزمتوسطشدهمبادلهزیرزمینیآبجریانمیزانشودمیفرضآن

:نمودبیانزیرصورتبهتوانمیرامرزیشرایطکهطوریبهشود،میمشخصمرزبرعمودزیرزمینی

یدههاییپدچنیندقیقدرکبرایماتواناییمرزها،ازخارجوداخلدرزیرزمینیآبجریانبینپیچیدهتتعاملاوجودبهتوجهبا

میگرفتهنظردرمرزیشرایطنوعسهکلی،طوربه.میشوندتوصیفسادهروشیبهمعمولاًمرزیشرایطلذااست،محدودنسبتاً

:شود

Dirichlet)اولنوعمرزیشرایط-1 BC):مثال،عنوانبه.باشدمشخصمرزدروابستهمتغیرمقدارکهشودمیاعمالزمانی

:بودخواهدمرزیشرایطچنینزیرزمینی،آبهایپتانسیلمورددر
ℎ 𝑥𝑏 , 𝑦𝑏, 𝑧𝑏 , 𝑡 = ℎ𝑏 𝑡

مختصاتنقطهایبررویمرزآبخوان .وبررویمرزمشخصاست𝑡ترازسطحآبزیرمینیکهدرزمان

𝑞𝑛 𝑥𝑏 , 𝑦𝑏, 𝑧𝑏 , 𝑡 = 𝑞𝑏 𝑡
مؤلفهشارجریانعمودبرمرزآبخوان

.مشخصاست𝑡مقدارشارجریاندرمرزکهدرزمان



Τ𝜕ℎرابطه،ایندر 𝜕𝑛،دهدمینشانرامرزبرعمودپتانسیلشتقم.

عمل،درحال،اینبا.کندمیتعیینرا𝑞𝑛مقادیربودنمنفییامثبتمرز،سمتبهنرمالمثبتجهتانتخابریاضی،دیدگاهاز

.شوندمیگرفتهنظردرمنفی،ومثبتجریاناتعنوانبهترتیببهآبخوانجریانحوزهازخروجیوبهورودیشارهای

سطتوباشد،چههرمرزدروجریانحوزهداخلدرزیرزمینیآبجریانوضعیتکهاستمعنیاینبهثابتشاربامرزیشرایط

نمونه.هغیرونفوذزیرزمینی،آبتغذیهچاه،پمپاژ:ازعبارتندشرایطیچنینازمتداولهاینمونه.شودمیابتثمرزنرمالشار

.استصفرکاملاًمرزبرعمودشارلفهؤمآندرکهاستنفوذغیرقابلمرزجریان،شرایطنوعاینازدیگر

Cauchy)سومنوعمرزیشرط-3 BC):کهشودمیاعمالزمانیمرزیشرایطاین.استقبلمرزیشرایطنوعدوازترکیبی

آبیبدنهکیباتماسدرآبخوانمحیطکهحالتیدرشرایطیچنین.باشندمرتبطیکدیگرابمرزدرنرمالجریانوآبسطحتراز

برخیوجوددلیلبهآبیبدنهوزیرزمینیآبمخزنبینتبادلشرایطایندر.شودمیاعمالباشدℎ𝑏ثابتپتانسیلباربا

:شودمیبیانزیرصورتبهمرزیشرطاینریاضی،نظراز.استمحدودها،محدودیت

:شودمیارائهدارسیرابطهاساسبروبوده(زیرزمینیآبسطحتراز)وابستهمتغییرازتابعیمرزیشرایطنوعاین

𝑞𝑛 = −𝐾
𝜕ℎ

𝜕𝑛
= 𝑞𝑏 𝑡

𝑞𝑛 𝑥𝑏 , 𝑦𝑏, 𝑧𝑏 , 𝑡 = 𝐶𝑏 ℎ𝑏 𝑡 − ℎ 𝑥𝑏, 𝑦𝑏, 𝑧𝑏 , 𝑡

𝐶𝑏،مرزرسانایینشاندهنده(𝑇−1)استخارجیتخلیهیاوتغذیهمنبعوزیرزمینیآبمخزنبین.



:مرزیشرایطاینازهایینمونه

.شودمیمحدودرودخانهبستردرگلیلایهیکوجوددلیلبهتماساین:زیرزمینیآببارودخانهیکارتباط➢

.است(گرفتگیدچار)شدهگرفتهمشبکشبکهباچاهی➢

آبجریانرازینیست،واقعیمرزیکآبسطحواقع،در.استزیرزمینیآبسطحتراز،مرزیشرایطترینپیچیدهازیکی:نكته

آبانتقالت،حالایندرکهکندعبورایستابیسطحازتواندمیغیراشباع،محیطازاییتغذیهجریاناتوجودشرایطدر،زیرزمینی

میشودرفتهگنادیدهاغلبحالتاین،غیراشباعجریانلحبودندشواربهتوجهبا.گیردمیصورتاشباعواشباعغیرمناطقبین

.میشودلحاظزیرزمینیآبجریانحوزهازبالاییمرزعنوانبهآبسطحو

𝑞𝑛 𝑥𝑏 , 𝑦𝑏, 𝑧𝑏 , 𝑡 = 𝐶𝑏 ℎ𝑏 𝑡 − ℎ 𝑥𝑏, 𝑦𝑏, 𝑧𝑏 , 𝑡

وینیزیرزمآبجریانحوزهبینموجودتراوامرزیلایهیکرساناییظرفیتعنوانبهفیزیکیصورتبهتوانمیرا𝐶𝑏پارامتر

𝐶𝑏:نمودتشریحآبیبدنه = Τ𝐾𝑏 𝐷𝑏رساناییهیدرولیکیلایهمرزی

(انههدایتهیدرولیکیبستررودخ)
همانندضخامتبستر)ضخامتلایهمرزی

(رودخانهدرتعاملباآبخوان



هایریانجهیدرولیکی،رساناییدرتفاوتوزمینهایلایههندسهدلیلبهامااست،بعدیسهزیرزمینیآبجریانکلی،طوربه

استزیادفواصلدرزمینهایلایهافقیگسترشدلیلبهامراین.شوندمتمرکزخاصیجهاتدردارندتمایلزیرزمینیآبواقعی

.استمحدودنسبتاًهالایهگسترشعمودیراستایدرکهحالیدر

:نمودتقسیمزیردستهسهبهتوانمیرازمینهایلایه،هیدرولیکیهدایتخواصدرزیادتنوعدلیلبه

(Aquifer)آبخوانیانفوذپذیرایسازنده-1

(Aquitards)تراوانیمهیسازندها-2

نفوذقابلغیرسازندهای-3

نیرویکرد هيدروليکی در جریان آب زیرزمي

دادامتدرمتخلخلمحیطیکتوسطآباینکهبهتوجهبا

هایآبلذا،یابدمیجريانمقاومتکمترينبایمسیر

وذيرنفوذپسازندهايدرطوليصورتبهعمدتاًزیرزمینی

.ندکنمیحرکتتراوانيمههايلايهدرعرضيصورتبه

آبجریان،سازندهاافقیبندیلایهدلیلبهاساساینبر

هنیمهایلایهدروافقیصورتبههاآبخواندرزیرزمینی

مسيرهاي واقعي جريان آب زيرزميني.استعمودیتراوا،



دررایعمودجریانوآبخواندرراافقیجریانتوانمیبعدی،سهجریانگرفتننظردرجایبه(زیرشکلمطابق)اساساینبر

میامیدهنزیرزمینیآبجریاندرهیدرولیکیرویکردعنوانبهمفهوماین.گرفتنظردرغالبجریاناتعنوانبهتراوانیمهلایه

بهنظریهاین،(phreatic)آزادآبخوانمورددر.شودمیگرفتهنظردرهاکانالیاهالولهدرآبجریانعنوانبهحرکتزیراشود،

–Dupuit)فورشهايمر-يدوپوينظريه،دادندارائهرارویکردایننوزدهمقرندومنیمهدرکهدانشمندیدونام

Forchheimer)شدنامیده.

مسيرهاي واقعي جريان آب زيرزمينيجهت جريان غالب در آبخوان

.شودمییبررسسادهصورتبهزیرزمینیآبحرکتمعادله،شودارائهیهیدرولیکهایرویکرداساسیمفاهیمازروشنیدرکاینکهبرای

ضخامت.شودمیگرفتهنظردراست،شدهمحدود𝑠(𝑥,𝑦)زمینسطحو،𝑏(𝑥,𝑦)کفسنگیکتوسطکهمحدودآبخوانیک(الف

𝐷باآبخواناین = 𝑠–𝑏هیدرولیکیبار،عمودیپتانسیلاختلافبودنکمدلیلبهآبخوانایندر.است(ℎ)ًازمستقلتقریبا𝑧واست

:شودمیمحاسبهزیررابطهاز،𝑥جهتدرآبخوان،ضخامتکلدرافقیحجمیجریاننرخ

𝑄𝑥 = න

𝑏

𝑠

𝑞𝑥𝑑𝑧 = න

𝑏

𝑠

−𝐾ℎ
𝜕ℎ

𝜕𝑥
𝑑𝑧 ≈ −න

𝑏

𝑠

𝐾ℎ𝑑𝑧
𝜕ℎ

𝜕𝑥
= −𝑇

𝜕ℎ

𝜕𝑥



آبکلیافقیحرکت،𝑄𝑦و𝑄𝑥معادلات.کندمیبیانرامحدودآبخوانیککلیافقیهدایتکهاستپارامتریانتقالقابلیت

.کنندمیتوصیفمحدودآبخوانیکدررازیرزمینیهای

𝑇 = න

𝑏

𝑠

𝐾ℎ𝑑𝑧 Τ𝑳𝟐)ضريب قابليت انتقال  𝑻)

:شودمیمحاسبهزیررابطهاز،𝑦جهتدرآبخوان،ضخامتکلدرعمودیحجمیجریاننرخمشابه،طوربه

𝑄𝑦 = −𝑇
𝜕ℎ

𝜕𝑦

این.ندکعبوردیگرآبخوانبهآبخوانیکازتواندمیعمودیجریان،محصوروآزادآبخواندوبهمحدودنشتیآبخواندریک(ب

:نمودمحاسبهدارسیقانونباتوانمیرازیرزمینیآبعمودیشار

𝑞𝑧 = −𝐾𝑉
ℎ2 − ℎ1

𝐷
= 𝐶 ℎ1 − ℎ2

هدایتهیدرولیکیعمودیلایه

نشتی
ضخامتلایهنشتی



آبعمودیانتقالامکانومیکندبیانراتاردآکیلایهیکنشتیظرفیت،ضریباین.است𝑇−1ابعادداراینشتضریب

.دمایمینفراهمآبخواندوبینرازیرزمینی

بالاازو𝑏(𝑥,𝑦)توسطپایینازآبخوان.استشدهدادهنشانزیرشکلدرشماتیکصورتبه(phreatic)آزادآبخوانیک(ج

آبعمودیجریانبودنناچیزبهتوجهبا.استآبسطح،واقعیبالاییمرزواقع،در.شودمیمحدود𝑠(𝑥,𝑦)خاکسطحبه

نتیجه،در.تاسمنطبقاست،اشباعناحیهبالاییسطحکهایستابی،سطحموقعیتباتقریباًواست𝑧ازمستقلتقریباℎً،زیرزمینی

:شودمیمحاسبهزیررابطهاز،گذردمی𝑥جهتدرآبخوانازافقیصورتبهکهزیرزمینیآبکلجریان

𝑞𝑧 = −𝐾𝑉
ℎ2 − ℎ1

𝐷
= 𝐶 ℎ1 − ℎ2 .دباشمینشتیآبخوانطرفدوهایآبخوانهیدرولیکیباراختلافبابرابرپتانسیلگرادیان

(leakage coefficient)یاضریبنشت(conductance)انتقالپذیری

𝑄𝑥 = න

𝑏

𝑠

𝑞𝑥𝑑𝑧 = න

𝑏

ℎ

−𝐾ℎ
𝜕ℎ

𝜕𝑥
𝑑𝑧

≈ −න

𝑏

𝑠

𝐾ℎ𝑑𝑧
𝜕ℎ

𝜕𝑥
= −𝐾𝑒 ℎ − 𝑏

𝜕ℎ

𝜕𝑥



کهطوریبههستند،ناهمگنکلیطوربهزمینهایلایهحال،اینبا.است𝐾ℎبابرابر𝐾𝑒همگن،محیطیکوجودصورتدر

𝐾𝑒سازیهمگنعنوانبهودشوتعیینهالایههیدرولیکیهدایتمیانگیناساسبرباید(homogenization)شودمینامیده

جهتدرریانجبرایتوانمیرامشابهعبارتی.ارددزیرسطحیشناسیچینهوهیدروژئولوژیکیهایویژگیدقیقبررسیبهنیازو

𝑦نمودارائه:

𝐾𝑒 =≈ −
1

ℎ − 𝑏
න

𝑏

ℎ

𝐾ℎ𝑑𝑧
عنوانبهنیز𝐾𝑒.شودمیصرفنظرغیراشباعمحیطدرافقیجریانازرابطهایندر

.باشدمیمؤثرهیدرولیکیهدایت

𝑄𝑦 = −𝐾𝑒 ℎ − 𝑏
𝜕ℎ

𝜕𝑦

ابمتناسبآزادزیرزمینیآبسفرهیکدرزیرزمینیآبجریانمیکندفرضکهاستDupuitرویکردمبنایبرشدهارائهروابط

آبخواناینبرحاکمعمودیوافقیجریانآزاد،آبخواندراشباعضخامتبودنمتغیربهتوجهبا.استزیرزمینیآبسطحشیب

𝐻گرفتننظردریاراها = ℎ – 𝑏،نمودارائهزیرصورتبهتوانمی:

𝑄𝑦 = −𝐾𝑒𝐻
𝜕𝐻

𝜕𝑦
= −𝐾𝑒

𝜕

𝜕𝑦

𝐻2

2

𝑄𝑥 = −𝐾𝑒𝐻
𝜕𝐻

𝜕𝑥
= −𝐾𝑒

𝜕

𝜕𝑥

𝐻2

2

.شوندمیدارسیروابطجایگزینآزادهایآبخواندرزیرزمینیآبجریانتشریحجهتروابطاین



حل عددی معادله جریان آب زیرزمينی

نوعنبهتریعددیمدلهایگرفتند،قراردسترسدرگستردهطوربهپرسرعتدیجیتالکامپیوترهایکهزمانی،1960دههاز

میتهگرفنظردرعددیهایروشازاستفادهباسازیمدلنوعدومنظوراینبرای.بودندزیرزمینیآبهایمطالعهبرایسازیمدل

:شود

Finite)محدودتفاضلهایمدل-1 difference)2-محدوداجزایهایمدل(Finite element)

ال،مثعنوانبه.گیردمیقرارآبخوانمحدودهرویبریاگرهنقاطازسیستمیجریان،معادلاتحلجهتمدلسازینوعدوهردر

میهتغذیبارندگیباایمنطقهصورتبهوشدهمحدودرودخانهتوسططرفیکازکهدهدمینشانراآبخوانیزیر،شکلدر

.نداردوجودرودخانهامتداددرجزبهآبخوانداخلبهیاخارجبهافقیجریانهیچآبخوانایندر.شود



.استشدهدادهنمایشزیرهایشکلدرمحدودالمانومحدودتفاضلروشازاستفادهبامدلسازینمایش

ا شبكه اختلاف محدود ب

گره هاي مرکزي

اطقمنیعنی)المانمفهوم:مثلثيهايالمانبامحدودالمانشبكه

لمتصهمبهرایاگرهنقاطکهخطوطیتوسطشدهمشخصمثلثی

.استضروریمحدودلماناروشدرمعادلاتتوسعهبرای(کنندمی

ا شبكه اختلاف محدود ب

بلوک ها و گره ها



ازرنظصرف.گیرندقرارشبکهخطوطتقاطعمحلدریاهاسلولداخلدراستممکنهاگرهمحدود،(اختلاف)تفاضلروشدر

وسعهتدرمستقيماًگرهيكاطرافناحيهزیراشودمینوشتهایگرهنقطههربرایجریانتمعادلا،هابلوکوهاگرهنمایش

.شودنميگرفتهنظردرمحدودتفاضلمعادلات

بار آبخوان و مشخصات: گره هاي بلوک محور

.مي شوددر هر سلول ثابت فرض هيدروليكي 
ه گره ها در تقاطع خطوط شبك: گره هاي شبكه محور 

گره هاي قرار دارند و ناحيه نفوذ هر گره بر اساس 

.مي شودتعريف همجوار آن 



.استیارهگنقاطدر(آلایندهیکغلظتیازیرزمینیآبهیدرولیکیبارمثلاً)مجهولمتغیرمقدارپیشبینی،مدلسازیازهدف

.شوندمیاستفادهزیرزمینیآبسطحترازبرپمپاژاثراتبینیپیشبرایاغلبهامدل

پمپاژثراتابینیپیشبرایمدلیازتوانمیمثال،ایندر.بگیریدنظردررازیرشکلدرشدهدادهنشانآبخوانمثال،عنوانبه

فیاضاپمپاژهایچاهنصباثراتبینیپیشبراییاایمشاهدهچاهچهاردرزیرزمینیآبسطحترازبرچاهمیداندرچاهسه

.کرداستفاده

ل،حااینبا.شودمیمنحرفپمپاژنتیجهدررودخانهازآبمیزانچهبهکهنمودمشخصتوانمیهمچنینمدلایناساسبر

.شودتأییدوکالیبرهبایدمدلپیشبینیکننده،شبیهسازییکانجامازقبل



آبخوانهکاستمرزیشرایطوزیرزمینیآبجریانبرحاکممعادلهیکشاملپایدارشرایطتحتزیرزمینیآبریاضیمدلیک

سیستمازنقطههردر(ℎ)هیدرولیکیبارمقادیرمحاسبهبهنیازمدلحلبرای.میکندشبیهسازیمشخصمنطقهیکدررا

ونمودحلارآبخوانجریانمعادلهتوانمینیزکنندهسادهفرضیاتگرفتننظردروتحلیلیهایروشازاستفادهبا.استجریان

همسانوهمگنزیرشکلآبخوانکهصورتیدرمثال،نوانعبه.نمودارائهباشد،میمکانازتابعیکهرا،هیدرولیکیبارمقدار

:بودخواهدزیرصورتبههیدرولیکیبارمقداربامرتبطتحلیلیرابطهباشد،

دارحل عددی با روش تفاضل محدود تحت شرایط پای

تفرضياازيكهيچبهنيازيعدديحلدر:نكته

.نيستکنندهساده

ولمجهمقادیرمحاسبهبرایمیتوانندتحلیلیراهحلهای

.شونداستفادهآبخوانحوزهازنقطههردر



ازایمجموعهبهزیرزمینیآبمدلدهندهتشکیلدیفرانسیلمعادلات،محدوداجزایومحدودتفاضلعددیهایروشدر

Iterative)شوندهتکرارروشهمانندهاییروشباتوانمیراجبریمعادلاتاین.شوندمیتبدیلجبریمعادلات

techniques)مستقیمماتریسروشیاو(Direct matrix methods)بارتوزیع)عددیهایروشاینحلنتایج.نمودحل

.نمودمقایسهصحراییشدهگیریاندازهمقادیروتحلیلیهایراهحلبامیتوانرا(شدهتولیدهیدرولیکی



آبخوانلاپلاسمعادلهبرايمحدودتفاضلروابطارائه

باررایبرامقادیری،مطالعهموردآبخوانمحدودهدرنقاطازتعیینشدهایپیشازومحدودتعدادبرایتنهاعددیراهحلهای

که،(نقطه𝑁برای)جبریهمعادل𝑁ازمجموعهای،جزئیدیفرانسیلمعادلهبهجریانمعادلهتبدیلبا.میدهندارائههیدرولیکی

میینتعینقاطتمامیدرهیدرولیکیبارمقدارها،آنحلباکهشودمیتشکیلباشند،میمجهولهیدرولیکیبار𝑁داراری

.شود

𝑆0
𝜕ℎ

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥
𝐾ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
𝐾ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧
𝐾𝑉

𝜕ℎ

𝜕𝑧
𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
+
𝜕2ℎ

𝜕𝑦2
+
𝜕2ℎ

𝜕𝑧2
= 0

تحتشرایطپایدارومحیطهمگنوهمسان

باشبکهیکرویرانقاطازمحدودیمجموعه.شودمیاستخراجبعددودرلاپلاسمعادلهمحدودتفاضلتقریببخش،ایندر

.باشندمی𝑦∆و𝑥∆ترتیببهفواصلدارایعمودیوافقیصورتبهشبکهنقاط.بگیریدنظردرمنظمفاصله

کوچکفواصلاینچههر.هستندشبکهطبیعیواحدهای𝑦∆و𝑥∆فواصل

تریکنزدتحلیلیحلبهتقریبیجوابوافزایشمجهولاتتعدادباشند،تر

،𝑖)صحیحاعدادشدهمرتبجفتیکباشبکه،درنقطههر.شودمی 𝑗)

hبانقطهایندرهیدرولیکیبارمقدار.شودمیمشخص 𝑖، 𝑗یاℎ𝑖,𝑗

.شودمیدادهنمایش



مرکزیتقریباساسبر.شوندمیجایگزینیاگرهنقاطبینشدهگرفتههایتفاوتبامشتقاتمحدود،تفاضلتقریبدر

(Central approximation)توانمی
𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
،𝑖)نقطههردررا 𝑗)نقاطدرآناولمشتقتقریباساسبر(𝑖 + 1,𝑗)و

(𝑖 − 1,𝑗)آوردبدست:

𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
+
𝜕2ℎ

𝜕𝑦2
= 0

∆𝑥 = ∆y
نبافرضمربعدرنظرگرفت

شبکهتعریفشده

،𝑖)نقطههربرایمعادلهاین 𝑗)وشودمیارائهشدهتعریفشبکهاز

تحالجریانمسائلمحدودتفاضلهایحلراهدرمعادلهپرکاربردترین

.استپایدار



ابعاد.استمدنظرداردقرارپمپاژچاهیکآندرکه(مشخصهیدرولیکیباربامرز)Dirichletمرزیشرایطباآبخوانی(مثال

100صورتبهبررسیموردحوزه ≤ 𝑥 ≤ 0و400 ≤ 𝑦 ≤ برهیدرولیکیبارمقدارمرزها،درکنیدفرض.باشدمی300

.استمرزداخلنقاطدرهیدرولیکیبارمقدارتعیینهدف،.باشدمیمشخصایمشاهدههایچاهدرگیریاندازهمبنای

رد)گرددمیارائهآبخوانداخلنقطهچهارازیکهربرایزیررابطه

:(استمشخصهیدرولیکیبارمقداردار،زیرخطعبارات



،𝑖)نقطهدرهیدرولیکیبارتعیینجهتواقعدر 𝑗)نزدیکترینچهارازشدهمحاسبههیدرولیکیبارمتوسطمقداراستلازم

Five-point)اینقطهپنجعملگراغلبه،معادلاین.گیردقرارمدنظرآنهمسایه operator)معادلاتزیراشودمینامیده

حوزهرسراسدرفوقشکلاینقطهپنجستارهدادنحرکتبادیگریازپسیکیزندمیتقریبرالاپلاسمعادلهکهجبری

.شوندمیایجادآبخوان

لازمورمنظاینبرای.استدشوارجبریمعادلاتهمزمانحلازاستفاده،باشدمیزیادبررسیموردهایگرهتعدادکهمسائلیدر

.شوداستفادهباشد،میتنظيموزدنحدسبرمبتنيکهشوندهتكرارحلهايروشازاست

صورتبهمسئلهاینتحلیلیحلراه.نمودتعیینمجهولنقاطدرراهیدرولیکیبارتوانمیمجهول،چهارورابطهچهاربهتوجهبا

.نموداستفادهعددیروشازآمدهبدستهایپاسخبررسیجهتتوانمیآنازکهاستزیر



Jacobiروش-1

باسسپ.کنیممیفرضآناطرافهیدرولیکیباربهتوجهبارامقادیریمجهول،هایگرهبرایاولتکراردرابتداروشایندر

:آیدمیبدستام𝑚تکراردرهیدرولیکیبارهایمقدارزیر،رابطهازاستفاده

ندعبارتکهشودمیبررسیجزئیمشتقاتازآمدهبدستمعادلاتحلشوندهتکرارهایروشمجموعهازروشسهبخشایندر

:از

Jacobiروش-1

Gauss-seidelروش-2

Successiveروش-3 Over Relaxation (SOR)

توانیمراسایدل-گاوستکرارروش.شودمیاستفادهندرتبهوداردراکاراییکمترینژاکوبیتکرارروشها،روشاینبیناز

برخورداربالاتریکارآییاززیرزمینیهایآبسائلمحلبرایکلیطوربهSORروشاما.نموداستفادهخاصهایحالتبرای

.است

𝑖,𝑗امودرسلول𝑚مقداربارهیدرولیکیدرتکرار + 1

خطایدارمقازمتوالیتکراردودرشدهمحاسبههیدرولیکیبارهایمقادیربیناختلافکهیابدمیادامهزمانیتامحاسباتروند

.باشدکمترشدهتعریف



Gauss-seidelروش-2

گرههارچازتکرارهردرکهتفاوتاینیاشودمیعملژاکوبیروشمشابهگرههرهیدرولیکیبارمقدارتعیینجهتروش،ایندر

میقراراستفادهموردقبلیتکرارازشدهمحاسبهمقداراساسبردیگرگرهدومقداروشدهزدهحدسگرهدومقادیرهمجوار،

:بودخواهدزیرصورتبهروشاینرابطهاساساینبر.گیرد

:مجهولهایگرهبرایشدهفرضاولیهمقادیر

∀ 𝑚 = 1 ⇒

ℎ2,2
1 = 8 𝑚

ℎ3,2
1 = 8.5 𝑚

ℎ2,3
1 = 7 𝑚

ℎ3,3
1 = 8 𝑚

:شودیممحاسبهدومتکراردرهیدرولیکیبارمقدارزیر،رابطهازاستفادهبا

∀ 𝑚 = 2 ⇒

ℎ2,2
1 = 7.84 𝑚

ℎ3,2
1 = 8.19 𝑚

ℎ2,3
1 = 7.69 𝑚

ℎ3,3
1 = 7.96 𝑚

محاسبههیدرولیکیبارهایمقادیربیناختلافکهیابدمیادامهزمانیتارونداین

.شودناچیزمتوالیتکراردودرشده

ام𝑚مقداربارهیدرولیکیمحاسبهشدهدرتکرار

دهمقداربارهیدرولیکیفرضش



.استکارآمدترJacobiروشبهنسبتلذانمایدمیاستفادهقبلیتکراردرشدهمحاسبهجدیدمقادیرازروش،اینکهآنجااز

Successiveروش-3 Over Relaxation (SOR)

مینامیده𝑐کهمتوالی،تکراردودرسایدل-گاوسروشتوسطشدهمحاسبههیدرولیکیباربینتغییرمقدارابتداروشایندر

relaxation(𝜔فاکتوردرآننمودنضربباسپس.گرددمیبرآورد،شود ≥ اساسبرتکرارهردرهیدرولیکیبارمقدار،(1

:شودمیبروززیررابطه

𝑖𝑓 0 < 𝜔 < 1 ⇒

𝑖𝑓 𝜔 = 1 ⇒

𝑖𝑓 𝜔 > 1 ⇒

Under)استشدهلحاظجدیدهیدرولیکیبارمقدارمحاسبهدرتکرارهردرکمتریخطایمیزان relaxation).

.شودمیتبدیلGauss-seidelروشبهSORروش

وآزمونبا𝜔بهینهیافتنروش،پیچیدگیدلیلبهامادارد،وجودمختلفئلاسمبرای𝜔مقداربهترینانتخاببرایروشهایی

1کلیطوربه.استآسانترخطا ≤ 𝜔 ≤ 0کهصورتیدرشود،میمشاهدهنیزفوقرابطهدرکههمانطور.است2 < 𝜔 < 1

دیگرعبارتبه.دهدمینشانرامتوالیتکراردودرهیدرولیکیباروزنیمیانگینبیانگرواقعدرهیدرولیکیبارجدیدمقدارباشد،

.گیردمیقرارجدیدحدسوقبلیحدسمقداردوبینجدیدمقدار

Over)استشدهلحاظجدیدهیدرولیکیبارمقدارمحاسبهدرتکرارهردربیشتریخطایمیزان relaxation).



𝜔کهصورتیدر > وابجازواقعدروشودبیشترخودصحیحمقدارازشدهمحاسبههیدرولیکیبارمقداراستممکنباشد،1

بهSORروشروابطکهصورتیدر.دارندبودنبهینهبهتمایل2و1بین𝜔مقادیرکهاستدلیلهمینبه.نمایدعبوراصلی

بر𝜔پارامتراثرازبهتریدیدتواندمیشدهمحاسبههیدرولیکیبارمقداربرابردر𝜔مقدارترسیمباشود،ارائهزیرصورت

.دهدنشانراروشاینهمگراییوضعیت

Under relaxation Over relaxation



کهت،اسشدهمحدودمرتفعتوپوگرافیتوسططرفیکازکهدهدمینشانراکوچکحوضهیکازمقطعیکزیرشکل(مثال

آبتخلیهتجهاینطقهمعنوانبهکهاصلی،رودخانهیکتوسطدیگرطرفازو،استایمنطقهزیرزمینیآبقسیمتخطبیانگر

سنگهدهندتشکیلزیرینمتخلخلموادواستشدهتشکیلهمسانهمگن،موادازآبخوان.استگردیدهاحاطه،استزیرزمینی

.باشندمیبسترناپذیرنفوذ

:شودتعیینآبخوانمرزیشرایطاستلازمابتداآبخوان،اینعددیحلبرای

فیزیکیمانعهیچاگرچه.باشدمیجریانبدونونفوذغیرقابلمرزهایصورتبهریاضینظرازخوانآبراستوچپتقسیمات•

آنازینیزیرزمآبهیچوداردراناپذیرنفوذمانعیکاثرلذااست،زیرزمینیآبتقسیمخطاینکهبهتوجهبااماندارد،وجود

.کندنمیعبور

نپاییبهراستسمتاززیرزمینیآبهای•

.میشوندتخلیهAنقطهدردره

تاسجریانبدونمرزیکنیزپایینیمرز•

مانعیکنفوذناپذیرزیرینسنگزیرا

.میکندایجادجریانبرایفیزیکی

200 m

100 m



ریبیتقکهاستمستطیلیسطحیکمدلسازی،موردمنطقهبنابراین.است′𝐴𝐵افقیخطآبخواناینریاضیمدلبالاییمرز•

بهواستیایستابسطحارتفاعبابرابرهیدرولیکیبار،′𝐴𝐵مرزامتداددر.استشدهاشباعجریانمنطقهواقعیشکلاز

.شودمیگرفتهنظردرمستقیمخطیکصورت

تمسیساساسبر.استلازممعادلهیکمرزهربرای.شودمیبیانریاضیصورتبهشده،مشخصمرزیشرایطبخش،ایندر

𝑦)بگیریدنظردررابالاییمرزابتدازیر،شکلدرشدهتعریفمختصات = 𝑦0 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑠).امتدادردهیدرولیکیبارتوزیع

عنوازمرزیشرایطمرز،ایندرهیدرولیکیباربودنمشخصبهتوجهبا.استشدهگرفتهنظردرخطیصورتبهمرزاین

Dirichletاست.

ቊ
ℎ 0, 𝑦0 = 𝑦0, 𝑥 = 0

ℎ 𝑥, 𝑦0 = 𝑐𝑥 + 𝑦0 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑠

یشیبسطحآبزیرزمین



Neumann)جریانبدونیمرزشرایط،دیگرمرزهسدر Boundary)گرادیانابجریاندارسیقانونمرزها،ایندر.استحاکم

لذااست،صفربابرابرعبوریجریانپایین،مرزوچپمرزامتداددر.استمرتبطهیدرولیکی

:استارائهقابلزیرصورتبهمرزیشرایطکاملمجموعه.استشدهتعریفمرزیشرایطنوعدومثال،ایندر

𝑞𝑥 = 0 ⇒
𝜕ℎ

𝜕𝑥
= 0 , 𝑞𝑦 = 0 ⇒

𝜕ℎ

𝜕𝑦
= 0

ℎ 𝑥, 𝑦0 = 𝑐𝑥 + 𝑦0 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑠
𝜕ℎ

𝜕𝑦
= 0 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑠

𝜕ℎ

𝜕𝑥
= 0 , 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦0

𝜕ℎ

𝜕𝑥
= 0 , 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦0

مرز بالا

مرز پايين

مرز راست

مرز چپ

:مسألهصورتدرشدهدادهاولیهاطلاعاتمطابق

𝑐 = 0.02 , 𝑠 = 200 𝑚 , 𝑦0 = 100𝑚



خونآباینبرحاکممعادلهلذاباشد،میحاکمآبخواندرپایدارجریانشرایطواستهمسانوهمگنآبخواناینکهبهتوجهبا

2ℎ��:استزیرزمینیآبجریانلاپلاسرابطههمان

𝜕𝑥2
+
𝜕2ℎ

𝜕𝑦2
= 0

متر20اندازهبامربعیهایشبکهبهآبخوانمحدودهابتدااستلازمشده،دادهمرزیشرایطتحتآبخواناینعددیحلجهت

𝑥∆)شودتقسیم = ∆y = 20 m).آنمعادلمحدودتفاضلاتباهیدرولیکیباردومواولمشتقاتاستلازمعددیحلدر

کهچپمرزدرمثالعنوانبه.شودجایگزین
𝜕ℎ

𝜕𝑥
= :استزیرصورتبهآنمحدودتفاضلتقریبباشد،می0

گرههایخیالییاساختگی
(Imaginary or fictitious nodes)

مقداراستلازممرز،درهیدرولیکیبارمحاسبهجهتچپ،سمتمرزبرای

ℎ 𝑖 − 1,𝑗دادنقراربالذا.داردقرارمرزازخارجدرکهباشدمشخص
باحدودماختلافمسئلهدامنهساختگی،یاخیالیاصطلاحبههایگرهازستونی
ایمرزهبرایرونداین.شودمیدادهگسترشچپسمتبهاضافیستونیک

.گرددمیاعمالنیزراستسمتوپایین

𝜕ℎ

𝜕𝑥
= 0 ⇒

ℎ𝑖+1,𝑗 − ℎ𝑖−1,𝑗

2∆𝑥



ℎ 𝑥, 𝑦0 = 0.02𝑥 + 100 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 200
𝜕ℎ

𝜕𝑦
= 0 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 200

𝜕ℎ

𝜕𝑥
= 0 , 0 ≤ 𝑦 ≤ 100

𝜕ℎ

𝜕𝑥
= 0 , 0 ≤ 𝑦 ≤ 100

مرز بالا

مرز پايين

مرز راست

مرز چپ

1 13

1

7

𝜕ℎ

𝜕𝑥
= 0 ⇒

ℎ𝑖+1,𝑗 − ℎ𝑖−1,𝑗

2∆𝑥
= 0 ⇒ ℎ𝑖+1,𝑗 = ℎ𝑖−1,𝑗 ⇒ ൝

ℎ3,𝑗 = ℎ1,𝑗 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 6

ℎ13,𝑗 = ℎ11,𝑗 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 6

:چپوراستمرزهايبراي

:پايينمرزبراي
𝜕ℎ

𝜕𝑦
= 0 ⇒

ℎ𝑖,𝑗+1 − ℎ𝑖,𝑗−1

2∆𝑦
= 0 ⇒ ℎ𝑖,𝑗+1 = ℎ𝑖,𝑗−1 ⇒ ℎ𝑖,5 = ℎ𝑖,7 , 2 ≤ 𝑖 ≤ 12



(ونمعادله پواس)حل عددی با روش تفاضل محدود تحت شرایط پایدار 

وهاچاهوسطتتخلیهبارندگی،ازناشیتغذیههمانند)پایدارشرایطتحتآبخوانبهتخلیهوتغذیهمنابعگرفتننظردرجهت

.شودمیاستفادهپواسونعادلهمازلاپلاسرابطهازاستفادهبجای،(سدطریقازنشت

پواسونمعادله

بهزیرزمینیآبدراینقطه(Sink)تخلیهو(Source)تغذیهبعامنازهایینمونهترتیببهچاهیکازتخلیهوبارشازتغذیه

اسون،پورابطهاستخراججهت.نموداستفادهلاپلاسمعادلهازآبخوانرفتاربررسیجهتتواننمیحالتایندر.آیندمیشمار

ازاستفادهباوآبخواندرواقعحجمیالمانیکاساسبر.شودمیگرفتهنظردر𝑏یکنواختضخامتبابعدیدوافقیآبخوان

:نمودارائهرازیررابطهپایدارشرایطتحتتوانمیپیوستگی،تحلیل

b

∆𝒙
∆𝒚

𝜕𝑞𝑥
𝜕𝑥

∆𝑥 𝑏∆𝑦 +
𝜕𝑞𝑦

𝜕𝑦
∆𝑦 𝑏∆𝑥 = 𝑅 𝑥, 𝑦 ∆𝑥∆𝑦

حجم آب اضافه شده در واحد زمان در واحد سطح آبخوان

𝑇تعریفدارسی،قانوناساسبر𝑞𝑦و𝑞𝑥جایگزینیبا = 𝐾𝑏برفوقرابطهطرفینتقسیموT∆𝑥∆𝑦،صورتبهپواسونمعادله

2ℎ��:آیدمیبدستزیر

𝜕𝑥2
+
𝜕2ℎ

𝜕𝑦2
= −

𝑅 𝑥, 𝑦

𝑇

𝑅اگر 𝑥,𝑦ادلهمعبهپواسونمعادلهباشد،صفربابرابرمسئلهحوزهجایهمهدر
تغذیهعیتوزیواینقطهمنابعسازیشبیهبرایعبارتاین.شودمیتبدیللاپلاس

درولطواحددارایوشودمیاستفاده(منفیمقادیربا)تخلیهو(مثبتمقادیربا)
.استزمانواحد



سازیشبیهبرایJacobبعدی،یکجریانشرایطتحتشود،گرفتهنظردرثابت𝑅مقدارکهصورتیدرپواسون،رابطهاساسبر

:نمودخلاصهزیرصورتبهراپواسونرابطهطویل،جزیرهیکزیردرزیرزمینیآبجریان

(Island Recharge)تغذیه جزیره ای 

ℎشدهاشباعواقعیضخامتباآزادآبخوانیکسازیشبیهبرایمعادلهاینازژاکوب + 𝑏رابطهایندر.کندمیاستفاده

𝑏 ≫ ℎندمیکقطعجزیرهلبههایدررادریاسطحزیرزمینی،آبسطحکهمیشودفرضمدلایندرهمچنین.شودمیفرض

0)شودگرفتهنظردرمسئلهحوزهازنیمیفقطاستلازمبنابراین،.استمتقارنجزیرهسراسردرآبسطحنیمرخو ≤ 𝑥 ≤ 𝑙

𝑙−یا ≤ 𝑥 ≤ :شدخواهدزیرصورتبهمرزیشرایطگیرد،قرارمدنظرمسئلهحوزهراستسمتکهصورتیدر.(0

𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
= −

𝑅

𝑇

h

b

رابطهازگیریانتگرالدوباربا
𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
= −

𝑅

𝑇
فوق،مرزیشرایطاعمالو

.یافتدستمدلاینتحلیلیحلبهتوانمی

𝑖𝑛 𝑥 = 0 ⇒
𝜕ℎ

𝜕𝑥
= 0 ⇒ 𝑎1 = 0

𝑖𝑛 𝑥 = 𝑙 ⇒ ℎ = 0 ⇒ 𝑎2 =
𝑅

𝑇

𝑙2

2

ℎ 𝑥 = −
𝑅

𝑇

𝑥2

2
+ 𝑎1𝑥 + 𝑎2

ቐ𝑖𝑛 𝑥 = 0 ⇒
𝜕ℎ

𝜕𝑥
= 0

𝑖𝑛 𝑥 = 𝑙 ⇒ ℎ = 0



ℎ 𝑥 = −
𝑅

2𝑇
𝑙2 − 𝑥2

پواسونبعديدومدلازاستفادهباايجزيرهتغذيهعدديحل

چاهدرآبسطحترازو،𝑇آبخوان،انتقالضریبو(زیرشکل)شودگرفتهنظردرآنعرضبرابردوجزیرهطولکهصورتیدر

طوربهتغذیهنرخایناستذکربهلازم.استجزیرهمرکزدر(𝑅)آبخوانتغذیهنرختعیینهدفباشد،مشخصجزیرهمرکز

باواسونپومعادلهاساسبرریاضیمدلیکازتغذیه،نرختخمینجهت.نیستگیریاندازهقابلصحراییشرایطدرمستقیم

برفرضپواسونمعادلهازاستفادهدر.بردبهرهتوانمیجزیرهمرکزدرواقعاینقطهدرشدهگیریاندازهآبسطحترازازاستفاده

𝑏)دریاسطحبهنسبتزیرزمینیآبسطحترازاختلافازبزرگتربسیارآبخوانضخامتکهاستاین ≫ ℎ)است.

:گرفتنظردرروشدوبهتوانمیرامرزیشرایطمسئله،اینعددیحلجهت

رازیرهجکلکهاستایناست،کامپیوتریبالایحافظهنیازمندکهروش،ترینساده-1

بارابربمرزهاتمامیدرهیدرولیکیبارمقداروشودگرفتهنظردرمسئلهمحدودهعنوانبه

.گرددلحاظصفر

(𝑦و𝑥محورهای)استتقارنخطوطامتداددرجریانبدونمرزیشرایطازاستفاده-2

.گیردقرارمدلسازیموردجزیرهچهارمیکتنهاکهطوریبه



𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
+
𝜕2ℎ

𝜕𝑦2
= −

𝑅 𝑥, 𝑦

𝑇

پواسونلهمعادمقابل،رابطهجزئیمشتقاتدرمحدودتفاضلتقریباتنمودنجایگزینبا

:آمدخواهددرزیرصورتبه

ℎ𝑖−1,𝑗 − 2ℎ𝑖,𝑗 + 2ℎ𝑖+1,𝑗

∆𝑥 2 +
ℎ𝑖,𝑗−1 − 2ℎ𝑖,𝑗 + 2ℎ𝑖,𝑗+1

∆𝑦 2 = −
𝑅

𝑇

ℎ𝑖,𝑗 =
ℎ𝑖−1,𝑗 + ℎ𝑖+1,𝑗 + ℎ𝑖,𝑗−1 + ℎ𝑖,𝑗+1 + ∆𝑥 × ∆𝑦 × Τ𝑅 𝑇

4

لسايد-با استفاده از روش تكراري گوس

𝑇باایجزیرهآبخوان(مثال = 10000 Τ𝑓𝑡2 𝑑𝑎𝑦و𝑙 = 12000 𝑓𝑡ترازکهصورتیدر.استمدنظرزیرشکلمطابق

ℎ)باشدفوت20بابرابرجزیرهمرکزدرآبسطح = 20 𝑓𝑡)،سطحازتغذیهنرخمقداروجزیرهسراسردرهیدرولیکیبارتوزیع

(𝑅)نمائیدمقایسهباشد،میزیرصورتبهکهمسئلهاینتحلیلیحلباراآمدهبدستهایجواب.نمائیدمحاسبهرا.

h

b



اینبعدییکمعادلهازاستفادهمنظوراینبرای.شودزدهحدس𝑅تغذیهنرخاستلازمسایدلگوسازاستفادهباحلجهت

ℎ)مسئله 𝑥 = −
𝑅

2𝑇
𝑙2 − 𝑥2)نمائیدارائهرابهتریحدستوانیدمی.

اندازهفوت20مقدارباراآنسپسونمودتعیینجزیرهمرکزدررازیرزمینیآبسطحترازمقدارتوانمیاولیهحدساینبا

.یابدمیادامهجزیرهمرکزدرفوت20ترازمقداربهرسیدنبههمگراییبهدستیابیتارونداین.نمودمقایسهشدهگیری

ℎ 𝑥 = −
𝑅

2𝑇
𝑙2 − 𝑥2 ⇒ 20 𝑓𝑡 = −

𝑅

2 × 10000
120002 − 02 ⇒ 𝑅 = 0.0028 Τ𝑚 𝑑𝑎𝑦

ورتخليه توسط چاه در آبخوان محص

ابعتباپواسونمعادلهدرریاضیصورتبهتغذیهوتخلیهمنابع

𝑅 𝑥,𝑦هتخلیتوصیفجهتبخشایندر.شوندمیدادهنشان

𝑏ضخامتباهمسانوافقیآبخوانیکدرکاملطوربهکهچاهی

نکهایفرضبا.شودمیاستفادهپواسونمعادلهازاست،کردهنفوذ

دووافقیجریاناست،کردهنفوذآبخوانضخامتتمامدرچاه

دارد،قرار(𝑥0,𝑦0)نقطهیکدرچاهکهآنجاییاز.بودخواهدبعدی

تغذیههکحالیدرشود،میگرفتهنظردرتغذیهنقطهیکعنوانبه

میعیتوزیتغذیهیککشاورزی،پسابیاوبارشازناشیایمنطقه

.باشد

موقعيت چاه بهره برداری



موقعيت چاه بهره برداری

کوچکنهایتبیحجمیکدرچاهیآندرکهزیرشبکهعددی،حلرویکردازاستفادهباآبخوانمدلسازیجهت

b × ∆𝑥 × ∆𝑦سرعتباچاهکهصورتیدر.شودمیگرفتهنظردراست،شدهمتمرکزQ(زمانواحددرحجم)تابعشود،پمپاژ

𝑅 𝑥,𝑦حدوددرکوچکنهایتبیسطحمساحتبرای(𝑥0,𝑦0)،بودخواهدزیرصورتبه:

𝑅 𝑥, 𝑦 =
−𝑄

∆𝑥 × ∆𝑦 𝑅 𝑥,𝑦استآبخوانسطحواحداززمانواحددرشدهتخلیهآبحجمواقعدرمسألهایندر.

:مسألهاينهايدادهساير

پمپاژاست،روزدرمربعمتر300آنانتقالقابلیتکهآبخوانیازروزدرمترمکعب2000دبیباچاه

ازناشیافتکهشودمیفرض.باشدمیمتر10چاه،درآباستاتیکسطحترازپمپاژ،ازقبل.شودمی

.مییابدگسترشآنازمتر2000شعاعیفاصلهتاچاهاینازبرداشت

.استبیتأثیرچاهازمتر2000ازبیشفواصلبرایآباستاتیکسطحیعنی

وانآبخمحدودهداخلنقاطدهندهنشانرنگ،پرنقاطشکل،ایندر

.تاسمبدادربرداریبهرهچاهموقعیتبیانگرخوردههاشورسطحو

سازیشبیهبرایکههستندساختگیهایگرهتوخالی،نقاط

.شوندمیاستفاده𝑦و𝑥محورهایامتداددرجریانبدونمرزهای

دادهنشاندارستارهنقاطباکهافتمخروطلبهدرهیدرولیکیبار

.استمتر10بابرابراست،شده



و𝑥تقارنمحورهای.گرفتخواهدشکلشعاعیجریانخطوطوچاهاطرافدرایدایرهپتانسیلهمخطوطپمپاژ،شروعازپس

𝑦فاصله.استمتر10آنامتداددرهیدرولیکیبارواستایدایرهمتر2000شعاعدربیرونیمرز.باشندجریانبدونمرزهای

𝑥∆هاگرهبین = ∆𝑦 = 200 𝑚استزیرشکلمطابقمسئلهاینمحدودتفاضلشبکه.استشدهانتخاب.

𝑅 𝑥, 𝑦 =
−𝑄

∆𝑥 × ∆𝑦
=

−2000

200 × 200
= −0.05 Τ𝑚 𝑑𝑎𝑦

ازاستفادهبا.استصفردیگرهایگرهسایربرایوبودهروزدرمتر0/05بابرابراستچاهحاویکهایگرهبرایبرداشتنرخ

.نمودتعیینهاگرهازیکهردرراهیدرولیکیبارمقدارتوانمی،1/8بابرابر𝜔مقدارگرفتننظردروSORروش

توانمیعددی،حلازآمدهبدستهایجوابمقایسهجهت

:مودنمقایسه(زیررابطهاساسبر)آنتحلیلیحلراهنتایج

ℎ 𝑟 = ℎ 𝑟𝑒 +
𝑄

2𝜋𝑇
𝑙𝑛

𝑟

𝑟𝑒

𝑟 = 𝑥2 + 𝑦2

𝑄 = 2000 Τ𝑚3 𝑑𝑎𝑦

𝑟𝑒 = 2000 𝑚

𝑇 = 300 Τ𝑚2 𝑑𝑎𝑦



DUPUITحل عددی مسائل آبخوان آزاد  با توجه به فرضيات 

تحلیلتجه.استمتفاوتآبخوانمختلفنقاطدرآب،سطحارتفاعبودنمتغیردلیلبهسفرهاشباعضخامتآزاد،هایآبخواندر

بودنربرابوجریانبودنافقی)دوپوییفرضیاتمبنایبر.شودمیگرفتهنظردربعدییکجریانها،آبخوانایندرجریان

ربحاکممعادلهاستخراججهت.نداردوجودجریاناینخروجیمرزدرتراوشسطح،(آبآزادسطحشیبباهیدرولیکیگرادیان

در.استنجریابرعمودبرشاین.شودمیانجامآبخوانازکوچکنهایتبیبرشیکبرایپیوستگیتحلیلابتداجریان،این

وپیوستگیرابطهازاستفادهباباشد،ℎ2وℎ1بابرابرترتیببهآبخواناینراستوچپسمتدرهیدرولیکیبارهایکهصورتی

:نمودارائهرازیرمعادلهتوانمیدارسی

𝑄2 − 𝑄1 = −𝐾∆𝑦 ℎ2 ቤ
𝜕ℎ

𝜕𝑥
𝑥2

− ℎ1 ቤ
𝜕ℎ

𝜕𝑥
𝑥1

میشده،هگرفتنظردرحجمیالمانبرایپیوستگیرابطهازاستفادهباشود،گرفتهنظردرسطحازتغذیهنرخ𝑅کهصورتیدر

:نمودارائهرازیررابطهتوان
𝑄2 − 𝑄1 = 𝑅∆𝑥∆𝑦

بهاولرابطهدرپرانتزداخلهایعبارتازیکهرکهآنجااز

Τ𝜕ℎ2)باشدمیℎ2ازمشتقیصورت 𝜕𝑥 = 2ℎ Τ𝜕ℎ 𝜕𝑥)

:شودمیخلاصهزیرصورتبهرابطهاینلذا

−
𝐾

2

ቤ
𝜕ℎ2

𝜕𝑥
𝑥2

− ቤ
𝜕ℎ2

𝜕𝑥
𝑥1

∆𝑥
= 𝑅



−
𝐾

2

ቤ
𝜕ℎ2

𝜕𝑥
𝑥2

− ቤ
𝜕ℎ2

𝜕𝑥
𝑥1

∆𝑥
= 𝑅

𝑥∆کهزمانی ⟶ Τ𝜕2ℎ2بابرابرپرانتزداخلعبارت،0 𝜕𝑥2برایرابطهاینوشده

میتبدیلزیررابطهبه،Dupuitمفروضاتتحتآزادآبخواندربعدییکجریان

𝐾:گردد

2

𝜕2ℎ2

𝜕𝑥2
= −𝑅

𝐾:(پواسونمعادله)بودخواهدزیرصورتبهفوقرابطهدوبعدیجریاندر

2

𝜕2ℎ2

𝜕𝑥2
+
𝜕2ℎ2

𝜕𝑦2
= −𝑅

𝑖𝑓 𝑣 = ℎ2 ⇒
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
= −

2𝑅

𝐾

بعد.شودبازنگری𝑣حسببرℎجایبهبایدمرزیشرایطرابطه،اینحلجهت

.آوردبدستراℎمقدارآن،ازجذرگرفتنباتوانمی،𝑣مقدارتعییناز

مدلسازی عددی نشت از داخل سد خاکی

دسیکدرشدهایجاداشباعمنطقهدرتوانمیراآزادآبخوانجریانسیستمیکازاینمونه

یکداخلازعبورینشتیجریانپواسون،معادلهازاستفادهباشکل،مطابق.نمودمشاهدهخاکی

.گیردمیقرارعددیمدلسازیموردخاکیسد

3بابرابرآندستپاییندرآبسطحترازومتر4ارتفاعدارایسدمخزندریاچه

𝑦درسدکف.استمتر = .داردقرارنفوذناپذیربسترسنگرویبر0



مرزواستافقیسد،داخلازعبوریجریان،Dupuitتقریبازاستفادهباشود،گرفتهنظردربعدییکجریانکهصورتیدر

مرزیکیبالایسطحتراوش،مسئلهایندر.کندمیقطعسددستپایینوبالادستارتفاعیترازدودررامخزنبالایی،اشباع

.باشدمیمبناسطحتاآنارتفاعبابرابربالاییمرزازنقطههردرهیدرولیکیبارواستجریانبدون

𝑅دادنقرارباوبعدیکدرمسألهاینحلبا = زیرصورتبهمسألهاینازتحلیلیحلراهتوانمیمرزی،شرایطاعمالو0

𝐾:نمودارائه

2

𝜕2ℎ2

𝜕𝑥2
= −𝑅 ⇒

𝜕2ℎ2

𝜕𝑥2
= 0 ⇒ ℎ2 = 𝑎1𝑥 + 𝑎2

.میشوندثابتهاییهستندکهباجایگزینیشرایطمرزیتعیین

:ازعبارتنداست،مسئلهایندراستفادهموردمرزیشرایطاساسبرنهاییتحلیلیحلراه

ቊ
𝑖𝑛 𝑥 = 0 ⇒ ℎ = 4 𝑚 ⇒ 𝑎2 = 16

𝑖𝑛 𝑥 = 6 ⇒ ℎ = 3 𝑚 ⇒ 𝑎1 = −1.17

ℎ = −1.17𝑥 + 16

:محدودتفاضلروشازاستفادهبابعديدوعدديحل

هستندانجریبدونپایین،و(سطحازتغذیهعدمبهتوجهبا)بالامرزهایمقابل،شکلمطابق

صورتبههیدرولیکیبارDupuitمفروضاتازاستفادهبا.باشدجاری𝑥جهتدرجریانتا

یکصورتبهمدلسازیمحدودهجریان،بودنافقیبهتوجهبا.کندنمیتغییرعمودی

ازتغذیهکهآنجااز.شودمیگرفتهنظردرافقیمتر6درعمودیمتر4ابعادبامستطیل

لذاندارد،محاسباتیهیدرولیکیبارمقداردرتأثیریهاالمانابعادواستصفربابرابرسطح

𝑥∆ها،المانابعادشدنمربعجهت = ∆𝑦 = .شودمیگرفتهنظردر6



آمدهدستبمقادیرباونمودتعیینراهاگرهازیکهردرهیدرولیکیبارمقدارتوانمیسایدل،-گوستکراریروشازاستفادهبا

.کردمقایسهتحلیلیحلراهاز

ر مقدار بار هيدروليكي محاسبه شده د

(سايدل-روش گوس)گره ها 

ده مقدار بار هيدروليكي محاسبه ش

از حل تحليل با استفاده)در گره ها 

ℎرابطه  = −1.17𝑥 + 16)



ادتخليه توسط چاه در آبخوان آز

موقعيت چاه بهره برداری

آبخوان،اولیهاشباعضخامت.شودمیپمپاژروزدرمتر30هیدرولیکیهدایتباآزادآبخوانازروزدرمترمکعب2000دبیباچاه

تاچاهاینازبرداشتازناشیافتکهشودمیفرضوبودهمتر10چاه،درآباستاتیکسطحترازپمپاژ،ازقبل.باشدمیمتر10

بار.استبیتأثیرچاهازمتر2000ازبیشفواصلبرایآباستاتیکسطحیعنی.مییابدگسترشآنازمتر2000شعاعیفاصله

Dupuitفرضیاتگرفتننظردربا.استمتر10بابرابراست،شدهدادهنشاندارستارهنقاطباکهافتمخروطلبهدرهیدرولیکی

.نمائیدتعیینSORعددیحلاساسبرراآبخوانمختلفنقاطدرهیدرولیکیبارمقدارپواسون،معادلهومرزیشرایطو

وچاهاطرافدرایدایرهپتانسیلهمخطوطپمپاژ،شروعازپس

𝑦و𝑥تقارنمحورهای.گرفتخواهدشکلشعاعیجریانخطوط

دایرهمتر2000شعاعدربیرونیمرز.باشندجریانبدونمرزهای

گرهبینفاصله.استمتر10آنامتداددرهیدرولیکیبارواستای

𝑥∆ها = ∆𝑦 = 200 𝑚استشدهانتخاب.

𝑅 𝑥, 𝑦 =
−𝑄

∆𝑥 × ∆𝑦
=

−2000

200 × 200
= −0.05 Τ𝑚 𝑑𝑎𝑦

برایوبودهروزدرمتر0/05بابرابراستچاهحاویکهایگرهبرایبرداشتنرخ

مقدارگرفتننظردروSORروشازاستفادهبا.استصفردیگرهایگرهسایر

𝜔ودنمتعیینهاگرهازیکهردرراهیدرولیکیبارمقدارتوانمی،1/8بابرابر.



:نمودمقایسه(زیررابطهاساسبر)آنتحلیلیحلرانتایجتوانمیعددی،حلازآمدهبدستهایجوابمقایسهجهت

ℎ2 𝑟 = ℎ2 𝑟𝑒 +
𝑄

𝜋𝐾
𝑙𝑛

𝑟

𝑟𝑒

𝑟 = 𝑥2 + 𝑦2

𝑄 = 2000 Τ𝑚3 𝑑𝑎𝑦 , 𝑟𝑒 = 2000 𝑚 ,𝐾 = 30 Τ𝑚 𝑑𝑎𝑦

تافمیزانهاآندرکهمسائلیبرای

کوچکآبخوانضخامتبهنسبت

ثابتتقریبا𝐾ℎًاینکهدلیلبهاست،

نتقالاقابلیتضریبمقداربابرابرو

توانمیباشد،میمحصورآبخوان

دودرهاجوابکهداشتانتظار

.ندباشنزدیکهمبهتقریباًآبخوان

دراشباعضخامتنبودنثابتدلیلبهکهدریافتتوانمیآزادومحصورآبخواندودرچاهازبرداریبهرهازآمدهبدستنتایجمقایسهبا

.استمتفاوتمحصورآبخواندرآمدهبدستترازبااندکیمحاسباتیترازآزاد،آبخوان



:ازعبارتندکهاستشدهپیشنهادمختلفیهایروشعددی،هایحلراهاعتباردرجهارزیابیجهت

ادهاستفموردتواندمیبعدییکهایجریانوهمسانهمگن،مسائلبرایعمدتاًروشاین:تحلیلیهایحلراهبامقایسه-1

.گیردقرار

هایشرودیرترهمگرایینتیجهدرواجرازمانافزایشبهمنجرریزترابعاد:عددیحلبرایشدهگرفتهنظردرشبکهابعاد-2

د،شونانتخابتردرشتابعادچههر.باشندمیبرخورداربالاییدقتازآمدهبدستهایجوابحالت،ایندراما.شودمیعددی

.شدخواهدبیشترآبخوانواقعیرفتاربرآورددرخطاافزایشامکان

یناهرچه.استتعیینقابلمدلمکرراجرایباتوقفخطایمعیاربهعددیهایمدلحساسیتآستانه:توقفخطایمعیار-3

.بالعکسوبودخواهندبرخورداربیشتریخطایازآمدهبدستهایجوابقطعاًشود،انتخاببزرگترشاخص

بابرابرتمسیسبهورودیآبمقدارپایدار،حالتدرکهاستواقعیتاینبیانگرجرمتعادلمحاسبه:جرمیتعادلمحاسبهانجام-4

اشد،نبخروجیجریانبابرابرپایدارشرایطتحتشبیهسازیمدلیکدرورودیجریاناگر.استسیستمازخروجیآبمقدار

ننشااستممکننیزجرمیموازنهایندربزرگخطاییکحال،اینبا.باشدداشتهوجودعددیحلدرمشکلیاستممکن

.باشدجرمموازنهمحاسبهدردقتعدمدهنده

یمعيارهای ارزیابی درجه اعتبار یک راه حل عدد

کالیبراسیونندفرآی.استزیرزمینیآبسیستمیکرویبرمدیریتیهایطرحاثراتبینیپیشسازی،شبیههایمدلاکثرهدف:نكته

(Calibration)آزماییراستیو(Verification)داردمرزیشرایطصحیحتنظیمیاومدلپارامترهایتنظیمبهنیازکلیطوربه.



دارحل عددی معادله جریان تحت شرایط ناپای

میتغییرزمانهبنسبتهیدرولیکیهاباریعنی.استزمانبهوابستهمجهولمتغیرآندرکهندستهئلیامسناپایدارجریانئلامس

دارغیرپایحالتیا(nonequilibrium)غیرتعادلی،(unsteady)ناپایدارمسائلرازمانبهوابستهلئمسااین.کنند

(nonsteady-state)کهیشودماصلاحگونهایبهپیوستگیمعادله،ناپایدارشرایطبرایحاکممعادلهاستخراجدر.نامندمینیز

لازم،بنابراین.باشدآبخوانذخیرهازشدهخارججریاننرخاضافهبهورودیجریانحجمینرخبابرابریخروججریانحجمینرخ

:شودگرفتهنظردرآبخوانذخیرهازآبرهاسازیمیزانبرایزیرعبارتاست

𝑆 = −
∆𝑉𝑤

∆𝑥∆𝑦∆ℎ

𝑆:باردرافتواحدیکازایبهسطحواحددرآبخوانذخیرهازشدهآزادآبحجمدهندهنشانکهآبخوان،ذخیرهضریب

.استهیدرولیکی

∆𝑉𝑤:مساحتبهحجمیالماندرموجودذخیرهازشدهآزادآبحجم∆𝑥∆𝑦ضخامتو𝑏

واستمنفیℎ∆ومثبت𝑉𝑤∆شود،میخارجذخیرهازآبکهزمانی:شودمیتفسیرزیرصورتبهشدهارائهفیمنعلامت

.شودمیگرفتهنظردرمثبتℎ∆ومنفی𝑉𝑤∆،شودمیآبخوانذخیرهواردآبکههنگامی

،ذخیرهازآبرهاسازینرخ
∆𝑉𝑤

∆𝑡
𝑆∆𝑥∆𝑦−صورتبهتواندمیواست Τ∆ℎ ∆𝑡کهزمانی.شودارائه∆𝑡 → بهعبارتاین،0

− 𝑆∆𝑥∆𝑦 Τ𝜕ℎ 𝜕𝑡شودمیتبدیل.



:ودبخواهدزیرصورتبهناپایدارشرایطتحتپیوستگیمعادلهبنابراین

𝜕𝑞𝑥
𝜕𝑥

∆𝑥 𝑏∆𝑦 +
𝜕𝑞𝑦

𝜕𝑦
∆𝑦 𝑏∆𝑥 = 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑡 ∆𝑥∆𝑦 − 𝑆

𝜕ℎ

𝜕𝑡
∆𝑥∆𝑦

:آیدمیبدستناپایدارشرایطتحتجریانمعادله،T∆𝑥∆𝑦−بررابطهطرفینتقسیمو𝑞𝑦و𝑞𝑥برایدارسیرابطهجایگذاریبا

𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
+
𝜕2ℎ

𝜕𝑦2
=
𝑆

𝑇

𝜕ℎ

𝜕𝑡
−
𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑡

𝑇

.شودمیارائه(implicit)غیرصریحو(explicit)صریحتقریبازاستفادهبامعادلهاینعددیحلنحوه،بخشایندر

پلاسلامعادلهماننده)حاکممعادلهیکواقعدر.استمرزیشرایطبهنیازلاپلاس،معادلهحلبرایشد،عنوانقبلاًکههمانطور

boundary)مرزیشرایطو(پواسونمعادلهیا conditions)،حالتدرزیرزمینیآبجریانسیستمیکازریاضیمدلیک

درلیکیهیدروبارمقادیرازمعنیداریمجموعهاستلازم،مرزیشرایطبرعلاوهغیرپایدار،شرایطبرای.میدهندتشکیلراپایدار

initial)اوليهشرايطعنوانبههیدرولیکیبارمقادیراین.باشدمشخصشبیهسازیشروع conditions)میگرفتهنظردر

.شود

هکزمانی.گیرندمیقرارحلموردبعدهایزماندرهیدرولیکیبارتعیینجهتجریانمعادلات،اولیهشرایطازاستفادهبا

رونداین.ودشمیمتوقفزمانیگامآنبامرتبطمحاسباتشد،ثابتزمانیگامهردرشدهسازیشبیههیدرولیکیبارتغییرات

.شودمیانجامشده،گرفتهنظردرزمانیهایگامتمامیبرای



د صریحتقریب تفاضل محدوحل عددی معادله جریان در آبخوان محصور با استفاده از 

شتقاتمتوانمیمحدودتفاضلتقریبازاستفادهبانمائیم،ایجادآبخوانیکبرایرایاگرهنقاطازایشبکهکهصورتیدر

درشود،میانجامسازیگسستهمکاندرکههمانطوراستذکربهلازم.نمودارائهزیرصورتبهراهیدرولیکیبارزمانیومکانی

تفاضلتقریبصورتسهبهرا𝑛زمانیسطحدرهیدرولیکیبارمقدارروابطایندر.گرددمیتعریفزمانیهایگامنیززمان

forward)پیشرومحدود difference approximation)،پسرومحدودتفاضلتقریب(backward difference approximation)یاو

central)مرکزیمحدودتفاضلتقریب difference approximation)نمودارائهتوانمی.

ℎ𝑖+1,𝑗
𝑛 − 2ℎ𝑖,𝑗

𝑛 + ℎ𝑖−1,𝑗
𝑛

∆𝑥 2 +
ℎ𝑖,𝑗+1
𝑛 − 2ℎ𝑖,𝑗

𝑛 + ℎ𝑖,𝑗−1
𝑛

∆𝑦 2 =
𝑆

𝑇

ℎ𝑖,𝑗
𝑛+1 − ℎ𝑖,𝑗

𝑛

∆𝑡
−
𝑅𝑖,𝑗
𝑛

𝑇

𝜕ℎ

𝜕𝑡
=
ℎ𝑖,𝑗
𝑛 − ℎ𝑖,𝑗

𝑛−1

∆𝑡

𝜕ℎ

𝜕𝑡
=
ℎ𝑖,𝑗
𝑛+1 − ℎ𝑖,𝑗

𝑛−1

2∆𝑡

Forward difference approximation

Backward difference approximation

Central difference approximation

ذکربهلازم.استارائهقابلزیرصورتبهناپایدارجریانمعادلهمحدودتفاضلشکلپیشرو،محدودتفاضلتقریبازاستفادهبا

.باشندمیمعلوم𝑛زمانیگامدرمکانیمشتقاتاست

.استایدارناپشرطوقیدبدونتقریباینزیراشوداجتنابتقریباینازباید

𝜕ℎ

𝜕𝑡
=
ℎ𝑖,𝑗
𝑛+1 − ℎ𝑖,𝑗

𝑛

∆𝑡



𝐼𝑓∆𝑥 = ∆𝑦 = 𝑎 ⇒

ℎ𝑖,𝑗
𝑛+1 = 1 −

4𝑇∆𝑡

𝑆𝑎2
ℎ𝑖,𝑗
𝑛 +

4𝑇∆𝑡

𝑆𝑎2
ℎ𝑖+1,𝑗
𝑛 + ℎ𝑖−1,𝑗

𝑛 + ℎ𝑖,𝑗+1
𝑛 + ℎ𝑖,𝑗−1

𝑛

4
+
𝑅𝑖,𝑗
𝑛

𝑆∆𝑡

Explicit)پیشرویاصریحمحدودتفاوتتقریبیکعنوانبهفوقمعادله or Forward difference approximation)مینامیده

ℎ𝑖,𝑗زیراشود
𝑛+1معلوممقادیرحسببرℎگرهاطرافهایگرهدر(𝑖,𝑗)باربودنمشخصبا.گیردمیقرارارزیابیمورد

.نمودتعیینهاگرهتمامیبرایرابعدزمانیهایگامدرهیدرولیکیبارمقدارتونمیزمانی،گاماولیندرهیدرولیکی

𝑅اگر:نکته = 𝜔آندرکهاستSORروشدرشدهارائهمعادلههماناساساًفوقمعادلهباشد،0 =
4𝑇∆𝑡

𝑆𝑎2
.باشدمی

صريححلراهاعتباردرجهارزيابي

تفاضلتقریبیک.باشدحساس𝑡∆وهاگرهبینفاصلهبهاستمکنمشدهتولیدهیدرولیکیبارقادیرمعددی،هایحلراهدر

دیرمقابهمختلفهایزماندروهاگرهتمامیدرشدهمحاسبههیدرولیکیبارهایمقادیرکهبودخواهدهمگراصورتیدرمحدود

کاهشطاهاخزمانی،گامافزایشباکهاستپایدارصورتیدرمحدودتفاضلتقریبیکدیگرعبارتبه.باشدنزدیکخودصحیح

Τ𝑇∆𝑡استلازمعددی،حلراهشدنپایدارجهتصریح،تقریبدر.یابند 𝑆𝑎2جریاندر.شودداشتهنگهکوچککافیاندازهبه

Τ𝑇∆𝑡پارامتردهد،میرخ𝑥جهتدرفقطجریانکه،بعدییک 𝑆𝑎2درکهدوبعدیجریاندر.باشد0/5مساوییاکمترباید

𝑥∆آن = ∆𝑦 = 𝑎،Τ𝑇∆𝑡 𝑆𝑎2شدخواهدناپایدارشدهارائهحلراهشروط،اینرعایتعدمصورتدر.باشد0/25مساوییاکمترباید.



مخزندرآبسطحترازدرناگهانيتغييربهمحصورآبخوانواکنش(مثال

سراسردرکیهیدرولیبار.استمدنظرآبسطحترازناگهانیتغییرنتیجهدرجریانتحلیلجهتزیرشکلمطابقصورمحیآبخوان

𝑡زماندراگر.استمتر16بابرابرابتدادرآبخوان = 𝑥درمخزندرآبسطحترازناگهان،0 = 𝑙متر11بهمتر16از

.استشدهمشخصشکلدرآبخوانپارامترهای.نمائیدسازیشبیهراهیدرولیکیبارزمانیتغییرات،یابدکاهش

خواهدزیرصورتبهناپایدارمسألهاینبرحاکمبعدییکمعادلهشود،گرفتهنظردرناچیز𝑦جهتدرجریانکهصورتیدر(حل

:بود
𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
=
𝑆

𝑇

𝜕ℎ

𝜕𝑡

شرايط مرزي

شرايط اوليه

∀ 𝑡 > 0 ⇒ ቊ
ℎ 0, 𝑡 = ℎ1 = 16 𝑚

ℎ 𝑙 = 100 𝑚, 𝑡 = ℎ2 = 11 𝑚

ℎ 𝑥, 0 = ℎ1 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 = 100 𝑚



Explicit)صریحمحدوداختلافتقریبازاستفادهبا finite difference approximation)داشتخواهیم:

𝑥∆گرهفاصلهدارایشدهگرفتهنظردرمحدوداختلافشبکهناپایدار،مسألهاینتحلیلیحلجهت = 10 𝑚جهت.است

Τ𝑇∆𝑡استلازمعددی،حلراهشدنپایدار 𝑆 ∆𝑥 2 < .شودگرفتهنظردردقیقه5مساوییاکمترباید𝑡∆یعنی.باشد0.5

.شودمیاستخراجمختلفزمانیهایگامدرهیدرولیکیبارزمانیتغییراتدقیقه،5بابرابر𝑡∆ازاستفادهبا

𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
=
𝑆

𝑇

𝜕ℎ

𝜕𝑡

ℎ𝑖+1
𝑛 − 2ℎ𝑖

𝑛 + ℎ𝑖−1
𝑛

∆𝑥 2 =
𝑆

𝑇

ℎ𝑖
𝑛+1 − ℎ𝑖

𝑛

∆𝑡

ℎ𝑖مقداراستخراجبا
𝑛+1فوقرابطهاز:

ℎ𝑖
𝑛+1 = ℎ𝑖

𝑛 +
𝑇∆𝑡

𝑆

ℎ𝑖+1
𝑛 − 2ℎ𝑖

𝑛 + ℎ𝑖−1
𝑛

∆𝑥 2

:پایدارشرایطتحتروشاینتحلیلحلراه

ℎ 𝑥 =
ℎ2 − ℎ1

𝑙
𝑥 =

11 − 16

100
𝑥 = −0.05𝑥



اینافزایشبالذاگردید،صریحعددیحلراهدرپایداریایجادبهمنجر0/5ازکمتر𝑡∆مقداراینکهبهتوجهبامسألهایندر

زیرشکلدرکههمانطوردقیقه،6بهدقیقه5از𝑡∆مقدارافزایشبامثال،عنوانبه.شودمیناپایدارعددیحلراهمقدار،

𝑥موقعیتدرنمونهعنوانبههیدرولیکیبارمقدارشود،میمشاهده = 90 𝑚شودنمیهمگرامشخصیمقداربهوشدهنوسانی.



(يرصریحغ)ضمنی تقریب تفاضل محدود حل عددی معادله جریان در آبخوان محصور با استفاده از 

ℎ𝑖,𝑗
𝑛+1 = 1 −

4𝑇∆𝑡

𝑆𝑎2
ℎ𝑖,𝑗
𝑛 +

4𝑇∆𝑡

𝑆𝑎2
ℎ𝑖+1,𝑗
𝑛 + ℎ𝑖−1,𝑗

𝑛 + ℎ𝑖,𝑗+1
𝑛 + ℎ𝑖,𝑗−1

𝑛

4
+
𝑅𝑖,𝑗
𝑛

𝑆∆𝑡

وبودوابستهیقبلزمانیگامدرهیدرولیکیبارمقادیربهفقطهاگرههیدرولیکیبارمقدار،محدودتفاضلتقریبصریحمعادلهدر

:آمدبدستزیرصورتبهصریحرابطهیک

𝑛)و(𝑛)زمانیهایگامبینهیدرولیکیبارمقداراینکهبهتوجهبا + ازاستفادهاست،تغییرحالدرهاگرهتمامدر(1

نظردرکوچکنسبتا𝑡ً∆کهاستمعتبرصورتیدرتنهامکانیمشتقاتتقریببرای(𝑛)زمانیگامردهیدرولیکیبارمقادیر

𝑡بینهایزماندرمکانیمشتقاتبامرتبطهایتقریببهبودجهت.شودفتهگر = 𝑛∆𝑡و𝑡 = (𝑛 + 1)∆𝑡ازتوانمی

𝑛)و(𝑛)زمانیهایگامهایتقریبوزنیمیانگین + شوددادهنشان𝛼بادهیوزنپارامترکهصورتیدر.نموداستفاده(1

𝑛)زمانیهایگامدرتقریببامرتبطعباراتو(1و0بین) + 1و𝛼هایوزنباترتیببه(𝑛)و(1 − 𝛼دادهنمایش

:استبازنویسیقابلزیرصورتبهجهتهردرجزئیمشتقاتصورتایندرشوند،

𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
= 𝜶

ℎ𝑖+1,𝑗
𝑛+1 − 2ℎ𝑖,𝑗

𝑛+1 + ℎ𝑖−1,𝑗
𝑛+1

∆𝑥 2 + 𝟏 − 𝜶
ℎ𝑖+1,𝑗
𝑛 − 2ℎ𝑖,𝑗

𝑛 + ℎ𝑖−1,𝑗
𝑛

∆𝑥 2

𝜕2ℎ

𝜕𝑦2
= 𝜶

ℎ𝑖,𝑗+1
𝑛+1 − 2ℎ𝑖,𝑗

𝑛+1 + ℎ𝑖,𝑗−1
𝑛+1

∆𝑦 2 + 𝟏 − 𝜶
ℎ𝑖,𝑗+1
𝑛 − 2ℎ𝑖,𝑗

𝑛 + ℎ𝑖,𝑗−1
𝑛

∆𝑦 2



෨ℎ𝑖,𝑗
𝑛 =

ℎ𝑖+1,𝑗
𝑛 + ℎ𝑖−1,𝑗

𝑛 + ℎ𝑖,𝑗+1
𝑛 + ℎ𝑖,𝑗−1

𝑛

4

෨ℎ𝑖,𝑗عبارتسازی،سادهجهت
𝑛شودمیتعریفزیرصورتبه:

𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
= 𝜶

ℎ𝑖+1,𝑗
𝑛+1 − 2ℎ𝑖,𝑗

𝑛+1 + ℎ𝑖−1,𝑗
𝑛+1

∆𝑥 2 + 𝟏 − 𝜶
ℎ𝑖+1,𝑗
𝑛 − 2ℎ𝑖,𝑗

𝑛 + ℎ𝑖−1,𝑗
𝑛

∆𝑥 2

𝜕2ℎ

𝜕𝑦2
= 𝜶

ℎ𝑖,𝑗+1
𝑛+1 − 2ℎ𝑖,𝑗

𝑛+1 + ℎ𝑖,𝑗−1
𝑛+1

∆𝑦 2 + 𝟏 − 𝜶
ℎ𝑖,𝑗+1
𝑛 − 2ℎ𝑖,𝑗

𝑛 + ℎ𝑖,𝑗−1
𝑛

∆𝑦 2

𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
+
𝜕2ℎ

𝜕𝑦2
=
𝑆

𝑇

𝜕ℎ

𝜕𝑡
−
𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑡

𝑇

:آمدخواهدبدستشده،دهیوزنهایتقریبازاستفادهباناپایدارشرایطتحتجریانبعدیدورابطهاساس،اینبر

𝜶 ෨ℎ𝑖,𝑗
𝑛+1 − ℎ𝑖,𝑗

𝑛+1 + 𝟏 − 𝜶 ෨ℎ𝑖,𝑗
𝑛 − ℎ𝑖,𝑗

𝑛 =
𝑆𝑎2

4𝑇

ℎ𝑖,𝑗
𝑛+1−ℎ𝑖,𝑗

𝑛

∆𝑡
−

𝑎2𝑅𝑖,𝑗
𝑛

4𝑇

𝜶اگر = برلاوهعهیدرولیکیبارهایفوق،رابطهدرکلیطوربه.شودمیتبدیلصریحمعادلهبه(ضمنی)غیرصریحمعادلهباشد،0

،𝑖)نقطه 𝑗)،مانیزگامدرنیزآناطرافگرهچهاردر(𝑛 + ℎ𝑖,𝑗مقدارکهآنجاازمعادلهاین.باشندمیمجهول(1
𝑛+1صورتبهرا

implicit)ضمنیتقریبیکعنوانبهکند،نمیبیانمعلوممقادیرتوسطصریح approximation)شودمیگرفتهنظردر.

∆𝑥 = ∆𝑦 = 𝑎



ℎ𝑖,𝑗مقدارتوانمیفوق،رابطهنمودنمرتببا
𝑛+1نمودمحاسبهضمنیتقریبازاستفادهبارا:

𝜶 ෨ℎ𝑖,𝑗
𝑛+1 − ℎ𝑖,𝑗

𝑛+1 + 𝟏 − 𝜶 ෨ℎ𝑖,𝑗
𝑛 − ℎ𝑖,𝑗

𝑛 =
𝑆𝑎2

4𝑇

ℎ𝑖,𝑗
𝑛+1−ℎ𝑖,𝑗

𝑛

∆𝑡
−

𝑎2𝑅𝑖,𝑗
𝑛

4𝑇

ℎ𝑖,𝑗
𝑛+1 =

𝟏

Τ𝑆𝑎2 4𝑇∆𝑡 + 𝜶
𝜶෨ℎ𝑖,𝑗

𝑛+1 +
𝑆𝑎2

4𝑇∆𝑡
ℎ𝑖,𝑗
𝑛 + 𝟏 − 𝜶 ෨ℎ𝑖,𝑗

𝑛 − ℎ𝑖,𝑗
𝑛 +

𝑎2𝑅𝑖,𝑗
𝑛

4𝑇

𝑛)زمانیگامدرℎ𝑖,𝑗ازخطیمعادلاتازسیستمیفوقمعادله + بامستقیماًمیتوانراسیستماین.دهدمینشانرا(1

یاسلاپلامعادلاتبرایخطیمعادلاتسیستمحلبرایکهآنچهمشابه)یتکرارهایروشبایاماتریسیروشهایازاستفاده

حلیزمانگامهردرمعادلاتازجدیدسیستمیکباید،ناپایدارجریانئلامسبرایواقعدر.نمودحل(گردیداستفادهپواسون

.شودمیانجامسایدل-گوسیتکرارروشازاستفادهبافوقمعادلهحلبخش،ایندر.دنشو

𝑡∆باروز500مدتبهشبیهسازییکباشدقراراگرمثالعنوانبهحل،روشایندراستذکربهلازم = 5 𝑑𝑎𝑦شود،اجرا

ستمسییکفقطپایدار،شرایطتحتمسئلهبرایکهحالیدر،شودحلهاگرهبرایفوقخطیتمعادلاازسیستم100باید

.گرددمیحلمعادله



ℎ𝑖,𝑗
𝑛+1 =

𝟏

Τ𝑆𝑎2 4𝑇∆𝑡 + 𝜶
𝜶෨ℎ𝑖,𝑗

𝑛+1 +
𝑆𝑎2

4𝑇∆𝑡
ℎ𝑖,𝑗
𝑛 + 𝟏 − 𝜶 ෨ℎ𝑖,𝑗

𝑛 − ℎ𝑖,𝑗
𝑛 +

𝑎2𝑅𝑖,𝑗
𝑛

4𝑇

.شودمیانتخابمدلسازتوسط𝜶پارامتر

𝜶اگر• = 𝑛)مانیزگامدرصرفاًمکانیمشتقات،1 + کاملاًمحدودتفاضلطرحکهمیشودگفتهومیشوندتقریبی(1

تریبهتقریبازآیندهزماندرمکانیمشتقاتمقدارکهمیدهدنشانضمنیکاملاًطرحازاستفادهواقع،در.استضمنی

.باشندمیبرخوردار

𝜶)صریحطرحازاستفاده• = .دارندارتقریببهترینگذشته،زمانیگامبامرتبطمکانیمشتقاتمقدارکهدهدمینشان(0

𝜶اگر• = 𝑛)و(𝑛)زمانیهایگاممیاندرتقریببهترینکهشودمیفرض،شودانتخاب0.5 + تقریب.دنداررارق(1

𝜶بامرتبطمحدودتفاضل = .نامندمی(Crank-Nicolson)نیکولسون-کرانکروشرا0.5



محصورآبخواندرشدهحفاريپمپاژحالدرچاهيكاطرافدرهيدروليكيبارتغييراتسازيشبيه(مثال

اببرابروافقیابتدادرپیزومتریکبار.شودمیتخلیهگستردهایمنطقهدرمحصورآبخوانیکاز𝑄ثابتدبیبایچاه

ℎ0 = 10 𝑚توسطشدهارائهتحلیلیحلراهازاستفادهبا.استTheis(1935)،شعاعردافتمقدار𝑟زیرصورتبهچاهاز

:آیدمیبدست
ℎ0 − ℎ =

𝑄

4𝜋𝑇
𝑊(u) 𝑊 u = න

𝑢

∞ 𝑒−𝑢𝑑𝑢

𝑢
𝑢 =

𝑟2𝑆

4𝑇𝑡

𝑊 𝑢نمودتعیینمربوطهجداولازاستفادهباتوانمیراآنمقداروداردنامچاهتابعپارامتر.

ابعادباهاییشبکهبهآبخوانمحدودهتحلیلی،حلجهت

∆𝑥 = ∆𝑦 = 100 𝑚بهآبخوانمرزهای.گردیدتقسیم

ضرایب.شوندمیگرفتهنظردرجریانبدونمرزهایعنوان

𝑇آبخوان = 300 Τ𝑚2 𝑑𝑎𝑦و𝑆 = .است0.002

ناحیه.استروزدرمکعبمتر2000بابرابرچاهتخلیهدبی

ایرهدباکههاییگره.استدارسایهناحیهچاه،گرهنفوذتحت

برایهکهستندساختگیهایگرهشوند،میدادهنشانبازهای

ایهگره.شوندمیاستفادهجریانبدونمرزهایسازیشبیه

.دهدمینشانراآبخوانفعالنواحیتوپر،



(ژاکوبروش)تحليلیحلو𝜶مختلفضرایبباعددیحلروشازآمدهبدستنتایجمقایسه

-کرانکروش)0/5و(ضمنییاصریحغیرکاملاًروش)1،(صریحکاملاًروش)0مقدارسهارائهوشدهتهیهکامپیوتریبرنامهازاستفادهبا

بارهایهکزمانیسازیشبیهابتدایدر.گردیدتعیینپمپاژیچاهاطرافنقاطدرافتمیزانوزیرزمینیآبسطحتراز،𝜶برای(نیکولسون

𝑡∆)شودمیانتخابکوچکزمانیهایگامهستند،تغییرحالدرسرعتبههیدرولیکی = 0.01 𝑑𝑎𝑦).گاماینسپس.شوندمیبرداشته

.گرددمیانتخابتریبزرگزمانیهایگامزمان،باهیدرولیکیبارتغییرسرعتکاهشباکهطوریبهیافتهافزایشزمانی

مخروطوقتی،شودمیمشاهدهکههمانطور

میگسترشراستوبالامرزهایتاافت

Jacobحلراهازعددیجوابیابد،

مقادیربرایهمچنین.شودمیمنحرف

تقریبازعددیروشنیز𝑡کوچک

امراینعلت.شودمیمنحرفژاکوب

ازکمتر𝑢برایژاکوبروشبودنمعتبر

عددینتایجروز،13ازپس.است0/01

Jacobتقریبازمرزیاثراتدلیلبه

.میشودمنحرف



(ژاکوبروش)تحليلیحلو𝜶مختلفضرایبباعددیحلروشازآمدهبدستنتایجمقایسه

Τ𝑇∆𝑡روشایندر.استناپایدارصریحکاملاًًروشآمده،بدستنتایجمطابق 𝑆𝑎2دیگرعبارتبه.باشد0/5مساوییاکمترباید

𝑡∆برای < Crank-Nicolson(𝜶روشکهحالیدر.استپایدارشرایط0.033 = (غیرصریح)ضمنیکاملاًًروشو(𝟎.𝟓

(𝜶 = روشبهنسبتبیشتریتکرارهایتعدادبهضمنیکاملاًًروشاستذکربهلازم.باشندمیپایدار𝑡∆مقدارهربرای(𝟏

.استنیازموردبیشتریتکرارهایتعدادروش،دوهربرایزمانیمراحلشدنبزرگترباوداردنیازنیکولسون-کرانک



DUPUITفرضياتازاستفادهباآزادآبخواندرجریانمعادلهعددیحل

:استزیرصورتبههمسانوهمگنآزادآبخواندرپایدارناجریانبرحاکممعادله

specific)ویژهآبدهیآزاد،آبخواندرذخیرهضریب yield)ذخیرهضریبازبیشتربرابر1000تا100ضریب،این.شودمینامیده

یکدرکهحالیدرگیردمیصورتآناشباعضخامتتغییراتنتیجهدرآزادآبخوانذخیرهدرتغییراتزیرااستمحصورآبخوان

درریانجمعادلهعددیحلبرای.شودمیآزادمنافذازآبانبساطدلیلبهحدیتاوآبخوانشدنفشردهدلیلبهآب،محصورآبخوان

𝑣متغیرتغییرازباز،آبخوان = ℎ2گرددمیتبدیلزیرصورتبهفوق،معادلهلذا.شودمیاستفاده:

𝐾

2

𝜕2ℎ2

𝜕𝑥2
+
𝜕2ℎ2

𝜕𝑦2
= 𝑆

𝜕ℎ

𝜕𝑡
− 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑡

𝐾

2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
=

𝑆

2 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑡
− 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑡

𝜕𝑣

𝜕𝑡
=
𝜕ℎ2

𝜕𝑡
= 2ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑡
⇒
𝜕ℎ

𝜕𝑡
=

1

2ℎ

𝜕𝑣

𝜕𝑡
=

1

2 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑡

𝐾

2

𝜕2ℎ2

𝜕𝑥2
+
𝜕2ℎ2

𝜕𝑦2
= 𝑆

𝜕ℎ

𝜕𝑡
− 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑡

𝑣 = ℎ2



عددی،حلروشایندر.نمودℎسپسو𝑣مقدارتعیینبهاقدامصریحصورتبهتوانمی𝑣حسببرمحدودتفاضلتقریبارائهبا

ൗ𝐾نسبتاستلازم 𝑣𝑖,𝑗
𝑛 𝑆𝑎2باشدپایدارحلراهتاشودداشتهنگهکوچککافیاندازهبه.

صریحتقریب تفاضل محدودبا استفاده از آزادحل عددی معادله جریان در آبخوان 

𝐾

2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
=

𝑆

2 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑡
− 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑡

𝐾

2

𝑣𝑖+1,𝑗
𝑛 − 2𝑣𝑖,𝑗

𝑛 + 𝑣𝑖−1,𝑗
𝑛

∆𝑥 2 +
𝑣𝑖,𝑗+1
𝑛 − 2𝑣𝑖,𝑗

𝑛 + 𝑣𝑖,𝑗−1
𝑛

∆𝑦 2 =
𝑆

2 𝑣𝑖,𝑗
𝑛

𝑣𝑖,𝑗
𝑛+1 − 𝑣𝑖,𝑗

𝑛

∆𝑡
− 𝑅𝑖,𝑗

𝑛

𝐼𝑓∆𝑥 = ∆𝑦 = 𝑎 𝑎𝑛𝑑 𝜔 =

4𝐾 𝑣𝑖,𝑗
𝑛

𝑆𝑎2

𝑣𝑖,𝑗
𝑛+1 = 1 − 𝜔 𝑣𝑖,𝑗

𝑛 + 𝜔
𝑣𝑖+1,𝑗
𝑛 + 𝑣𝑖−1,𝑗

𝑛 + 𝑣𝑖,𝑗+1
𝑛 + 𝑣𝑖,𝑗−1

𝑛

4
+

2𝑅𝑖,𝑗
𝑛 𝑣𝑖,𝑗

𝑛 ∆𝑡

𝑆



(رصریحغي)ضمنی تقریب تفاضل محدود با استفاده از آزادحل عددی معادله جریان در آبخوان 

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
= 𝜶

𝑣𝑖+1,𝑗
𝑛+1 − 2𝑣𝑖,𝑗

𝑛+1 + 𝑣𝑖−1,𝑗
𝑛+1

∆𝑥 2 + 𝟏 − 𝜶
𝑣𝑖+1,𝑗
𝑛 − 2𝑣𝑖,𝑗

𝑛 + 𝑣𝑖−1,𝑗
𝑛

∆𝑥 2

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
= 𝜶

𝑣𝑖,𝑗+1
𝑛+1 − 2𝑣𝑖,𝑗

𝑛+1 + 𝑣𝑖,𝑗−1
𝑛+1

∆𝑦 2 + 𝟏 − 𝜶
𝑣𝑖,𝑗+1
𝑛 − 2𝑣𝑖,𝑗

𝑛 + 𝑣𝑖,𝑗−1
𝑛

∆𝑦 2

𝐾

2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
=

𝑆

2 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑡
− 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑡

𝑛)و(𝑛)زمانیهایگامدر𝑣هایتقریبوزنیمیانگینازاستفادهبا + و0بین)𝛼پارامترازاستفادهباهاآندهیوزنو(1

:نمودارائهزیرصورتبهراآزادآبخواندرجریانمعادلهجزئیمشتقاتتوانمی،(1

𝑣𝑖,𝑗
𝑛 =

𝑣𝑖+1,𝑗
𝑛 + 𝑣𝑖−1,𝑗

𝑛 + 𝑣𝑖,𝑗+1
𝑛 + 𝑣𝑖,𝑗−1

𝑛

4

𝜶 𝑣𝑖,𝑗
𝑛+1 − 𝑣𝑖,𝑗

𝑛+1 + 𝟏 − 𝜶 𝑣𝑖,𝑗
𝑛 − 𝑣𝑖,𝑗

𝑛 =
𝑆𝑎2

4𝐾 𝑣𝑖,𝑗
𝑛

𝑣𝑖,𝑗
𝑛+1−𝑣𝑖,𝑗

𝑛

∆𝑡
−

𝑎2𝑅𝑖,𝑗
𝑛

2𝐾

∆𝑥 = ∆𝑦 = 𝑎



𝜶 𝑣𝑖,𝑗
𝑛+1 − 𝑣𝑖,𝑗

𝑛+1 + 𝟏 − 𝜶 𝑣𝑖,𝑗
𝑛 − 𝑣𝑖,𝑗

𝑛 =
𝑆𝑎2

4𝐾 𝑣𝑖,𝑗
𝑛

𝑣𝑖,𝑗
𝑛+1−𝑣𝑖,𝑗

𝑛

∆𝑡
−

𝑎2𝑅𝑖,𝑗
𝑛

2𝐾

𝑣𝑖,𝑗مقدارتوانمیفوق،رابطهنمودنمرتببا
𝑛+1نمودمحاسبهضمنیتقریبازاستفادهبارا:

𝑣𝑖,𝑗
𝑛+1 =

𝟏

ൗ𝑆𝑎2 4𝐾∆𝑡 𝑣𝑖,𝑗
𝑛 + 𝜶

𝜶𝑣𝑖,𝑗
𝑛+1 +

𝑆𝑎2

4𝐾∆𝑡 𝑣𝑖,𝑗
𝑛
𝑣𝑖,𝑗
𝑛 + 𝟏 − 𝜶 𝑣𝑖,𝑗

𝑛 − 𝑣𝑖,𝑗
𝑛 +

𝑎2𝑅𝑖,𝑗
𝑛

2𝐾

𝑛)زمانیگامدر𝑣𝑖,𝑗ازخطیمعادلاتازسیستمیفوقمعادله + بامستقیماًمیتوانراسیستماین.دهدمینشانرا(1

یاسلاپلامعادلاتبرایخطیمعادلاتسیستمحلبرایکهآنچهمشابه)یتکرارهایروشبایاماتریسیروشهایازاستفاده

حلیزمانگامهردرمعادلاتازجدیدسیستمیکباید،ناپایدارجریانئلامسبرایواقعدر.نمودحل(گردیداستفادهپواسون

.شودمیانجامسایدل-گوسیتکرارروشازاستفادهبافوقمعادلهحلبخش،ایندر.دنشو



آزادآبخواندرشدهحفاريپمپاژحالدرچاهيكاطرافدرهيدروليكيبارتغييراتسازيشبيه(مثال

وقیافابتدادرپیزومتریکبار.شودمیتخلیهگستردهایمنطقهدرآزادآبخوانیکازروزدرمکعبمتر2000ثابتدبیبایچاه

ℎ0بابرابر = 10 𝑚دروآبخوانسطحدرهیدرولیکیبارمقدار(غیرصریح)ضمنیمحدودتفاضلتقریبازاستفادهبا.است

𝑇بابرابرآبخوانضرایبتحلیلی،حلجهت.نمائیداستخراجروز88زمانمدتطیدرراپمپاژیچاهمحل = 300 Τ𝑚2 𝑑𝑎𝑦و

𝑆 = 𝑥∆ابعادباهاییشبکهبهآبخوانمحدودهو0.002 = ∆𝑦 = 100 𝑚بدونمرزهایعنوانبهآبخوانمرزهای.گرددتقسیم

.شوندگرفتهنظردرجریان

ناحیهچاه،گرهنفوذتحتناحیه.استبابرابرچاهتخلیهدبی

میدادهنشانبازهایدایرهباکههاییگره.استدارسایه

رزهایمسازیشبیهبرایکههستندساختگیهایگرهشوند،

فعالنواحیتوپر،هایگره.شوندمیاستفادهجریانبدون

.دهدمینشانراآبخوان



سایر روش های حل عددی معادله جریان در آبخوان ها

انعطافبادلیممیدانی،کاربردهایاکثربرایوبودهسادهنسبتاًمسائلحلبرایگرفتندقراربررسیموردکنونتاکههاییحلراه

استفادهبهیازنآبخوان،هندسیوضعیتدلیلبهیاوباشدناهمگنوناهمسانآبخوانکهشرایطیدر.استموردنیازبیشترپذیری

روشهایترکیبازاستفادهباپیچیدهترمدلهایازاستلازمباشد،(غیرثابت𝑦∆و𝑥∆)نامنظممحدودتفاضلشبکههایاز

Direct)مستقیم method)جستبهرهکارآمدترهایحلراهارائهجهت،تکراربرمبتنیهایروشو.

شرودراما.میشودحلآبخوانمحدودهازگرههربرایمکررطوربهتعمیمیافتهمحدودتفاضلعبارتیکتکراری،روشهایدر

.گرددمیتعیینآبخوانکیفیوکمیرفتارها،آنیکبارهحلوخطیجبریمعادلاتازایمجموعهازاستفادهبامستقیمهای

Thomas)توماسالگوريتم algorithm)

.استشدهتشکیل𝑥3و𝑥1،𝑥2مجهولاتضرایبازمربعماتریساین.بگیریدنظردررازیرخطیمعادلاتمجموعه

ضربوقفمعادلهراستسمتستونیماتریسدرچپسمتضرایبماتریسمعکوساستکافیروابطاینمجهولاتیافتنبرای

.شود



:نمودارائهزیرکلیشکلبهتوانمیرامجهول𝑛درخطیمعادله𝑛ازایمجموعه

:کردیبازنویسزیرصورتبهتریسادهنمادباتوانمیرافوقماتریسمعادله

روابطعنوانبهتوانمیرامعادلاتاینازردیفهر

بندیشبکهمحدودهازگرهیکبرحاکمجریان

تمامیازایمجموعه.گرفتنظردرآبخوانشده

ربحاکمجریانکلروابطدهندهتشکیلمعادلات،

ها،آنحلباکهباشندمیبستهوآزادهایآبخوان

غلظتیازیرزمینیآبسطحتراز)مجهولمقدار

.آیدمیبدستگرههردر(کیفیمتغیر



.بگیریدنظردرزیررابطهمطابقراآبخوانناپایدارجریانبعدییکمعادلهنمونه،عنوانبه
𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
=
𝑆

𝑇

𝜕ℎ

𝜕𝑡

𝑛)زمانیگامدرمکانمشتقآندرکهعقب،بهبرگشتیاغیرصریحمحدودتفاضلتقریبازاستفادهبا + شود،میارزیابی(1

:داشتخواهیم
ℎ𝑖−1
𝑛+1 − 2ℎ𝑖

𝑛+1 + ℎ𝑖+1
𝑛+1

∆𝑥 2 =
𝑆

𝑇

ℎ𝑖
𝑛+1 − ℎ𝑖

𝑛

∆𝑡

جموعهمباشند،میمرزیهایگرهعنوانبهگرهآخرینواولینکهگره،ششباآبخوانمحدودهیکبرایبخواهیمکهصورتیدر

باظورمناینبرای.نمودارائهماتریسیصورتبههاگرهبرایرامعادلاتاینتوانمینمائیم،ارائهراهاگرهجبریمعادلاتازای

𝑛)زمانیگامدرهیدرولیکیبارهاییعنی)مجهولاتدادنقراروفوقرابطهنمودنمرتب + درمعلوماتوچپسمتدر((1

:داشتخواهیمرابطه،راستسمت
ℎ𝑖−1
𝑛+1 + −2 −

𝑆 ∆𝑥 2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖
𝑛+1 + ℎ𝑖+1

𝑛+1 = −
𝑆 ∆𝑥 2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖
𝑛

معادلاتمجموعهماتریسیشکلشوند،منتقلراستسمتبهشوندمیمشخصمرزیشرایطازکه،ℎ6وℎ1سرمقادیراگر

.آیدمیبدستگرهششبامسئلهاینبرایجبری

𝐹𝑜𝑟 𝑖 = 2 ⇒ −2 −
𝑆 ∆𝑥 2

𝑇∆𝑡
ℎ2
𝑛+1 + ℎ3

𝑛+1 = −
𝑆 ∆𝑥 2

𝑇∆𝑡
ℎ2
𝑛 − ℎ1

𝐹𝑜𝑟 𝑖 = 3 ⇒ ℎ2
𝑛+1 + −2 −

𝑆 ∆𝑥 2

𝑇∆𝑡
ℎ3
𝑛+1 + ℎ4

𝑛+1 = −
𝑆 ∆𝑥 2

𝑇∆𝑡
ℎ3
𝑛



𝐹𝑜𝑟 𝑖 = 5 ⇒ ℎ4
𝑛+1 + −2 −

𝑆 ∆𝑥 2

𝑇∆𝑡
ℎ5
𝑛+1 = −

𝑆 ∆𝑥 2

𝑇∆𝑡
ℎ5
𝑛 − ℎ6

نوعاین.باشدمیصفرغیرهایورودیدارایمرکزیقطرسهامتداددرفقطضرایبماتریسشود،میمشاهدهکههمانطور

Tridiagonal)سهضلعیماتریسبهماتریس matrix)سهماتریساینتوانمیتوماسالگوريتمازاستفادهبا.استمعروف

.نمودحلراقطری

Gaussian)گاوسحذفیروشازکهصورتیدراستذکربهلازم elimination)بهنیازشود،استفادهفوقماتریسحلجهت

.نداردوجودآنبکارگیریامکانبعضاًآبخوان،ترگستردههایشبکهدرکهاستتوجهقابلزمانوبالاحافظه



.شودمیتشریحتوماسالگوریتمخطی،معادلاتباقطریسهماتریسیکبراینمونهعنوانبهبخشایندر

Subdiagonal)قطریزیرضرایب،𝑎فوق،روابطدر coefficient)،b،مرکزیموربضرایب(Central diagonal

coefficient)وc،قطریفوقضرایب(Superdiagonal coefficient)درتغییراتیاعمالباتوماسالگوریتمدر.باشندمی

.یابدمیتغییر1بهمرکزیموربضرایبوشدهحذفقطریزیرضرایبروابط،

⇒ 𝑥1 = 𝑦1 − 𝛽1 𝑥2



1بهمرکزیموربضرایبوشدهحذفقطریزیرضرایبزیر،صورتبهسوم،ودوممعادلاتبرایشدهتشریحعملیاتتکراربا

.یابدمیتغییر

𝑥4)ردیفترینپایینازشروعوضرایبتمامیبودنمشخصباتوانمیشوند،تعریفصفربابرابر𝑦0و𝛽0اگر = 𝑦4)،تمامی

𝑥𝑛الگوریتم،اینمطابقکلی،طوربه.آوردبدسترامجهولات = 𝑦𝑛(آندرکه𝑛استمعادلاتتعداد)برایو𝑖 < 𝑛(𝑖،تعداد

:استبرقرارزیررابطه،(باشدمیهاردیف
𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝛽𝑖𝑥𝑖+1



مخزندرآبسطحترازدرناگهانيتغييربهمحصورآبخوانواکنش(مثال

سراسردرکیهیدرولیبار.استمدنظرآبسطحترازناگهانیتغییرنتیجهدرجریانتحلیلجهتزیرشکلمطابقصورمحیآبخوان

𝑡زماندراگر.استمتر16بابرابرابتدادرآبخوان = 𝑥درمخزندرآبسطحترازناگهان،0 = 𝑙متر11بهمتر16از

مشخصشکلدرآبخوانپارامترهای.نمائیدسازیشبیهتوماسالگوریتمازاستفادهباراهیدرولیکیبارزمانیتغییرات،یابدکاهش

.استشده

خواهدزیرصورتبهناپایدارمسألهاینبرحاکمبعدییکمعادلهشود،گرفتهنظردرناچیز𝑦جهتدرجریانکهصورتیدر(حل

:بود
𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
=
𝑆

𝑇

𝜕ℎ

𝜕𝑡

شرايط مرزي

شرايط اوليه

∀ 𝑡 > 0 ⇒ ቊ
ℎ 0, 𝑡 = ℎ1 = 16 𝑚

ℎ 𝑙 = 100 𝑚, 𝑡 = ℎ2 = 11 𝑚

ℎ 𝑥, 0 = ℎ1 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 = 100 𝑚



𝑛)زمانیگامدرمکانمشتقآندرکهعقب،بهبرگشتیاغیرصریحمحدودتفاضلتقریبازاستفادهبا + شود،میارزیابی(1

:داشتخواهیم
ℎ𝑖−1
𝑛+1 − 2ℎ𝑖

𝑛+1 + ℎ𝑖+1
𝑛+1

∆𝑥 2 =
𝑆

𝑇

ℎ𝑖
𝑛+1 − ℎ𝑖

𝑛

∆𝑡

ℎ𝑖−1
𝑛+1 + −2 −

𝑆 ∆𝑥 2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖
𝑛+1 + ℎ𝑖+1

𝑛+1 = −
𝑆 ∆𝑥 2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖
𝑛

گامهردرارهیدرولیکیبارمقدارتوانمیمرکزی،موربوقطریفوققطری،زیرضرایبتعیینوتوماسالگوریتمازاستفادهبا

بهروشاينلذاندارد،وجودجوابشدنهمگراجهتپایداریشرطتعریفبهنیازیالگوریتمایندرکهآنجااز.نمودتعیینزمانی

.شودميصحيحجواببهمنتجواستپايدار𝒕∆هرازاي



Alternatingروش Direction Implicit (ADI)

نمیفراهمماستوالگوریتمازاستفادهامکانونبودهقطریسهضرایبماتریسباشد،ناپایداردوبعدیجریانمعادلهکهشرایطیدر

:دهیمقرارمدنظررامحصورآبخوانیکدرناپایداردوبعدیجریانمعادلهچنانچه.باشد

𝑥∆کهصورتیدر = ∆𝑦 = 𝑎،شدخواهدزیرصورتبهغیرصریحکاملاًمحدوداختلافتقریبباشد:

:آمددرخواهدزیرصورتبهفوقرابطهراست،سمتدرمعلوماتوچپسمتدرمجهولاتقراردادنبا

باربامرزیگره12ومیانیگره4باسیستمیکبرایفوقرابطهکهصورتیدر

:داشتخواهیمشود،ارائهگره16باشبکهیکدرمشخصهیدرولیکی

𝐹𝑜𝑟 𝑖 = 2 , 𝑗 = 2 ⇒ −4 −
𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ2,2
𝑛+1 + ℎ3,2

𝑛+1 + ℎ2,3
𝑛+1 = −

𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ2,2
𝑛 − ℎ1,2 − ℎ2,1

ℎ𝑖+1,𝑗
𝑛+1 + ℎ𝑖−1,𝑗

𝑛+1 + ℎ𝑖,𝑗+1
𝑛+1 + ℎ𝑖,𝑗−1

𝑛+1 + −4−
𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖,𝑗
𝑛+1 = −

𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖,𝑗
𝑛

𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
+
𝜕2ℎ

𝜕𝑦2
=
𝑆

𝑇

𝜕ℎ

𝜕𝑡



𝐹𝑜𝑟 𝑖 = 3 , 𝑗 = 2 ⇒ ℎ2,2
𝑛+1 + −4 −

𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ3,2
𝑛+1 + ℎ3,3

𝑛+1 = −
𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ3,2
𝑛 − ℎ3,1 − ℎ4,2

𝐹𝑜𝑟 𝑖 = 2 , 𝑗 = 3 ⇒ ℎ2,2
𝑛+1 + −4 −

𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ2,3
𝑛+1 + ℎ3,3

𝑛+1 = −
𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ2,3
𝑛 − ℎ1,3 − ℎ2,4

𝐹𝑜𝑟 𝑖 = 3 , 𝑗 = 3 ⇒ ℎ2,2
𝑛+1 + ℎ3,2

𝑛+1 + −4 −
𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ3,3
𝑛+1 = −

𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ3,3
𝑛 − ℎ4,3 − ℎ3,4

:شدخواهدزیرصورتبهمیانیگره4بامرتبطماتریسیشکل

یکاین.نیستقطریسهماتریسیکفوقماتریسشود،میمشاهدهکههمانطور

باتواننمیوشودحلمستقیمطوربهتواندمیواستقطریمتقارنماتریس

.نمودحلراآنتوماسالگوریتم



منیضطوربهابتدامحدود،تفاضلمعادلاتمتناوبنوشتنباقطریسهضرایبماتریسیکآوردنبدست،ADIروشاساس

(implicitly)صریحطوربهوهاستونامتداددر(explicitly)درمنظوراینبرای.استبرعکسسپسوسطرهاامتداددر

𝑛)زمانیگامدرستونهاامتداددرهیدرولیکیبارهایاستلازممرحلهاولين + (𝑛)زمانیگامدرردیفهاامتداددرو(1

.میشوندزدهتقریب

ℎ𝑖+1,𝑗
𝑛+1 + ℎ𝑖−1,𝑗

𝑛+1 + ℎ𝑖,𝑗+1
𝑛+1 + ℎ𝑖,𝑗−1

𝑛+1 + −4−
𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖,𝑗
𝑛+1 = −

𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖,𝑗
𝑛

ℎ𝑖,𝑗−1
𝑛+1 + −4 −

𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖,𝑗
𝑛+1 + ℎ𝑖,𝑗+1

𝑛+1 = −
𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖,𝑗
𝑛 − ℎ𝑖+1,𝑗

𝑛 − ℎ𝑖−1,𝑗
𝑛

ونهاتقریبضمنیبارهایهیدرولیکیدرامتدادست

درصریحریبتقدیگر،عبارتبه.آیدمیبدستستونهرامتداددرقطریسهضرایبماتریسیکفوق،رابطهمطابقاساساینبر

رازیرماتریستوانمیمیانیگره4باشبکهیکبرایلذا.شودمیمجاورشستونازستونیکجداشدنبهمنجرسطرهاامتداد

مجهولات:نمودارائه
دومستونبرايضرايبماتريس



مجهولات سومستونبرايضرايبماتريس

حلماستوالگوریتمازاستفادهباجداگانهطوربهتوانمیرا(سومودومهایستونبامرتبط)ماتریسیمعادلاتاینازیکهر

33استلازممشخص،مرزیهایگرهحاویهاآنتایدووباشدستون35دارایایمسئلهکهصورتیدراساساینبر.نمود

.شوداستفادهتوماسالگوریتمازبار33وتولیدقطریماتریسیمعادله

سیستمکللذاوقطریسهصورتبهشدهحاصلچهاردرچهارضرایبماتریسکهشودمیمشخصضرایبماتریسدوتلفیقبا

.نمودحلتوماسالگوریتمازاستفادهبامیتوانرا

بارهایمقدارمعادلات،دستگاهاینحلبا

𝑛)زمانیگامدرمجهولهیدرولیکی + 1)

.آیدمیبدست



در(implicitly)ضمنیطوربهمحدودتفاضلمعادلاتبامرتبطقطریسهضرایبماتریس،ADIروشازدوممرحلهدر

ردهیدرولیکیبارهایاستلازممنظوراینبرای.شودمینوشتههاستونامتداددر(explicitly)صریحطوربهوهاسطرامتداد

𝑛)زمانیگامدرسطرهاامتداد + .شوندزدهتقریب(𝑛)زمانیگامدرهاستونامتداددرو(1

ℎ𝑖+1,𝑗
𝑛+1 + ℎ𝑖−1,𝑗

𝑛+1 + ℎ𝑖,𝑗+1
𝑛+1 + ℎ𝑖,𝑗−1

𝑛+1 + −4−
𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖,𝑗
𝑛+1 = −

𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖,𝑗
𝑛

ℎ𝑖−1,𝑗
𝑛+1 + −4 −

𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖,𝑗
𝑛+1 + ℎ𝑖+1,𝑗

𝑛+1 = −
𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖,𝑗
𝑛 − ℎ𝑖,𝑗+1

𝑛 − ℎ𝑖,𝑗−1
𝑛

رهاتقریبضمنیبارهایهیدرولیکیدرامتدادسط

−4 −
𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
1

1 −4 −
𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡

ℎ2,2
𝑛+1

ℎ3,2
𝑛+1

=

−
𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ2,2
𝑛 − ℎ2,3

𝑛 − ℎ2,1 − ℎ1,2

−
𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ3,2
𝑛 − ℎ3,3

𝑛 − ℎ4,2 − ℎ3,1

مجهولات دومسطربرايضرايبماتريس



مجهولات سومسطربرايضرايبماتريس

−4 −
𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
1

1 −4 −
𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡

ℎ2,3
𝑛+1

ℎ3,3
𝑛+1

=

−
𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ2,3
𝑛 − ℎ2,2

𝑛 − ℎ1,3 − ℎ2,4

−
𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ3,3
𝑛 − ℎ3,2

𝑛 − ℎ3,4 − ℎ4,3

ℎ2,2
𝑛+1

ℎ3,2
𝑛+1

ℎ2,3
𝑛+1

ℎ3,3
𝑛+1

سیستمکللذاوقطریسهصورتبهشدهحاصلچهاردرچهارضرایبماتریسکهشودمیمشخصضرایبماتریسدوتلفیقبا

.نمودحلتوماسالگوریتمازاستفادهبامیتوانرا

وتونهاسبینصریحتقریبکردنجایگزین

درشدهایجادخطاهایتواندمیردیفها،

.نمایدجبرانراجهتهر



Iterativeروش ADI

ترکیبازخطاها،اینکاهشجهت.شودمیخاصزمانیهایگامیاهاگرهدرتوجهقابلخطایایجادبهمنجرADIروشاوقاتگاهی

طوربهADIروشزمانی،گامهردرمنظوراینبرای.نموداستفادهتوانمیسایدل-گوسروشمانندتکراریهایروشباADIروش

شروازمتوالیتکراردودرشدهمحاسبههیدرولیکیباربامرتبطخطایمقدارتاشودمیاعمالسطرهاوستونهاامتداددرمتناوب

.شودکمترشدهتعریفخطایآستانهازسایدل-گوس

تاسلازمگره،هردرهیدرولیکیبارسازیشبیهجهتزمانیگامهردر.نمودخلاصهزیرصورتبهتوانمیراروشاینکلیطوربه

.شودمیانجاممحاسبهمرحلهدوتکرارهردرسایدل،-گوسروشدر.گردداعمالسایدل-گوسروش

.شودمیایجادجداگانهصورتبهستونهربرایجریانمعادلهبرحاکمجزئیمشتقاتبامرتبطخطیمعادلاتازایمجموعه:اولمرحله

عنوانبهمرحلهایندرشدهسازیشبیههیدرولیکیبارمقدار.شوندمیحلستونهربرایتوماسالگوریتمازاستفادهبامعادلاتاین

.گیرندمیقراراستفادهمورددوممرحلهبرایاولیهمقدار

بار.شوندمیحلتوماسالگوریتمازاستفادهباازاستفادهباوتولیدهاگرهازردیفهربرایخطیمعادلاتازایمجموعه:دوممرحله

دودریهیدرولیکباردوایناختلافکهصورتیدروشدهمقایسهاولیههیدرولیکیبارمقداربهدوممرحلهازآمدهبدستهیدرولیکی

عنوانبهآمدهبدستنهاییهیدرولیکیباروشدهمتوقفسایدل-گوسروشباشد،کمترشدهتعریفخطایآستانهمقدارازمتوالیتکرار

.یابدمیادامهسازیشبیهزمانکلتکمیلتارونداین.شودمیثبتزمانیگامآندرهیدرولیکیبار

Iterativeروشدرواقعدر ADI،میحلدفعاتبهخطیمعادلاتکوچکمجموعههایمعادلات،ازبزرگمجموعهیکحلجایبه

.شوند



تفادهاسبامحصورآبخواندرشدهحفاريپمپاژحالدرچاهيكاطرافدرهيدروليكيبارتغييراتسازيشبيه(مثال

Iterativeروشاز ADI

𝑇بامحصورآبخوانیکازروزدرمکعبمتر2000ثابتدبیبایچاه = 300 Τ𝑚2 𝑑𝑎𝑦و𝑆 = گستردهایمنطقهدر0.002

ℎ0بابرابروافقیابتدادرپیزومتریکبار.شودمیتخلیه = 10 𝑚روشازاستفادهبا.استIterative ADI،سطحتراز

بهراآبخوانمحدودهتحلیلی،حلجهت.دهیدقرارمحاسبهموردروزه88دورهیکبرایراچاهموقعیتدروآبخواندرپیزومتریک

𝑥∆ابعادباهاییشبکه = ∆𝑦 = 100 𝑚نمائیدتقسیم.

لهمعاد.شوندمیگرفتهنظردرجریانبدونمرزهایعنوانبهآبخوانمرزهای

:استزیررابطهصورتبهآبخواناینبرحاکمجریان

𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
+
𝜕2ℎ

𝜕𝑦2
=
𝑆

𝑇

𝜕ℎ

𝜕𝑡
−
𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑡

𝑇

𝑥∆کهصورتیدر = ∆𝑦 = 𝑎،محدوداختلافتقریبباشد

:شدخواهدزیرصورتبهغیرصریحکاملاً

𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
=
ℎ𝑖+1,𝑗
𝑛+1 − 2ℎ𝑖,𝑗

𝑛+1 + ℎ𝑖−1,𝑗
𝑛+1

𝑎2

𝜕2ℎ

𝜕𝑦2
=
ℎ𝑖,𝑗+1
𝑛+1 − 2ℎ𝑖,𝑗

𝑛+1 + ℎ𝑖,𝑗−1
𝑛+1

𝑎2



:آمددرخواهدزیرصورتبهفوقرابطهراست،سمتدرمعلوماتوچپسمتدرمجهولاتقراردادنبا

ℎ𝑖+1,𝑗
𝑛+1 + ℎ𝑖−1,𝑗

𝑛+1 + ℎ𝑖,𝑗+1
𝑛+1 + ℎ𝑖,𝑗−1

𝑛+1 + −4−
𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖,𝑗
𝑛+1 = −

𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖,𝑗
𝑛 −

𝑅𝑖,𝑗
𝑛 𝑎2

𝑇

𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
+
𝜕2ℎ

𝜕𝑦2
=
𝑆

𝑇

𝜕ℎ

𝜕𝑡
−
𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑡

𝑇

Iterativeروشدر ADI،لاتمعادمبنایبرتناوببهقطریسهضرایبماتریسسایدل،-گاوسروشازتکرارهردراستلازم

ازازیسشبیهخطایمقدارکهصورتیدر.شودحلتوماسروشازاستفادهباسطرهاوهاستونامتداددرضمنیمحدودتفاضل

𝑛زمانیگامبرایاولیهمقدارعنوانبهوشودمینهایی𝑛زمانیگامدرهیدرولیکیبارشد،کمترشدهمشخصخطای + 1

:بودخواهدزیرصورتبهسطرهاوهاستونامتداددرضمنیمحدودتفاضلتقریباساس،اینبر.گیردمیقرارمدنظر

ℎ𝑖,𝑗−1,𝑛+1
𝑚+1 + −4 −

𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖,𝑗,𝑛+1
𝑚+1 + ℎ𝑖,𝑗+1,𝑛+1

𝑚+1 = −
𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖,𝑗,𝑛 − ℎ𝑖+1,𝑗,𝑛+1

𝑚 − ℎ𝑖−1,𝑗,𝑛+1
𝑚+1 −

𝑅𝑖,𝑗𝑎
2

𝑇

𝑚تقریبضمنیبارهایهیدرولیکیدرامتدادستونهادرتکرار + 1

ℎ𝑖+1,𝑗
𝑛+1 + ℎ𝑖−1,𝑗

𝑛+1 + ℎ𝑖,𝑗+1
𝑛+1 + ℎ𝑖,𝑗−1

𝑛+1 + −4−
𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖,𝑗
𝑛+1 = −

𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖,𝑗
𝑛 −

𝑅𝑖,𝑗
𝑛 𝑎2

𝑇



ℎ𝑖−1,𝑗,𝑛+1
𝑚+2 + −4 −

𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖,𝑗,𝑛+1
𝑚+2 + ℎ𝑖+1,𝑗,𝑛+1

𝑚+2 = −
𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖,𝑗,𝑛 − ℎ𝑖,𝑗+1,𝑛+1

𝑚+1 − ℎ𝑖,𝑗−1,𝑛+1
𝑚+2 −

𝑅𝑖,𝑗𝑎
2

𝑇

𝑚درتکرارتقریبضمنیبارهایهیدرولیکیدرامتدادسطرها + 2

ℎ𝑖+1,𝑗
𝑛+1 + ℎ𝑖−1,𝑗

𝑛+1 + ℎ𝑖,𝑗+1
𝑛+1 + ℎ𝑖,𝑗−1

𝑛+1 + −4−
𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖,𝑗
𝑛+1 = −

𝑆𝑎2

𝑇∆𝑡
ℎ𝑖,𝑗
𝑛 −

𝑅𝑖,𝑗
𝑛 𝑎2

𝑇
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